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 ممخّص  

 
وىو  Cيقدم ىذا البحث طريقة معينة لتحديد مجموعات قيم بعض الداليات العقدية المختارة  في الفضاء 

1zفي قرص الواحدة f فضاء التوابع التحميمية  التي تقبل التمثيل التكاممي الآتي: 
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المجال  ضمندالة غير متناقصة  حيث   , الشرط وتحقق    1 πμπμ.  في و قد تم ،
 ىذا الفضاء ، تعيين مجموعتي قيم الداليين:

)z(fz)f(F)z(f)f(F 000     ,  
Rwwحيث تبين أن كلًا من ىاتين المجموعتين ىو قرص مغمق  0    0تم تحديد مركزهw  ونصف

ومشتقاتيا  fن . وقد تم الحصول أيضاً عمى نتائج أخرى متعمقة بتقدير طويمة الدالةفي كل من الحالتي Rقطره 
 في ىذا الفضاء.
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  ABSTRACT    

 

This paper presents a certain method to determine the range of variability  of  some  

functionals  defined in the  Class C  ( i.e  the class  of analytic functions in the unit disk 

)1z(   of the form: 
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Where μ  is nondecreasing functions on the interval  π,π  such that  

    1 πμπμ ). 

 

It has been shown that the ranges of variability  of  functional: 

)z(fz)f(F)z(f)f(F 000     ,  

are the closed disc Rww 0   with 0w and R  precisely determined . Also the 

modulus of function f  and its derivative were estimated. 
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 :مقدمة
( الفضاء Goelعرف غول )  9186في عام  MC في قرص الواحدة  عمى أنو فضاء الدوال التحميمية

 1zD  :التي ليا الشكل 
Dz       , ... +za+  

n
n  ...zaza)z(f

2
211           1 

 
    حقق عناصرىا العلاقة:والتي ت

.   1z   ,  
2

1
M , M M-zf           2 

 المعرفة في  وقد تبعو آخرون في دراسة ىذا الفضاء وفضاءات أخرى مرتبطة بو وفي دراسة خواص الداليات
الذي تقبل عناصره التمثيل التكاممي  C ) أو أسرة الدوال( من بين ىذه الفضاءات فضاء الدوال ىذه الفضاءات.

 الآتي:
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دالة غير متناقصة عمى المجال  حيث   , :وتحقق الشرط 
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 بملاحظة أن:  . ) Uبالرمز  ىذه )نرمز لمجموعة الدوال
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 نستنتج أن MCCα   حيث
M

1
-1 α  11مع ملاحظة أن     عندما

2

1
M  . 

1CCلفضاء نحصل عمى ا 1αتي يكون فييا حالة الخاصة الوفي ال  التمثيل التكاممي  التي تقبل دوالو
 الآتي:
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الدوال التحميمية  وىو فضاء 1، كاراتيودوري ( أسرة فضاء ) أو ب المعروفة ، ت القسم الحقيقي الموجبذا
(Caratheodory) [2] . 

 
 :أىمية البحث وأىدافو

)أي المسائل الحدية( المتعمقة  تنبع أىمية البحث من كونو متابعة لدراسات سابقة في المسائل القصوى
 ستمجس حيث يتم التوصل إلى نتائج  –من نوع ريمان ك تمثيلًا تكاممياً تمك التي تمماً بالداليات العقدية وتحديد

 بقاً في ىذا المجال ومشتقاتيا كما يتم التوصل إلى نتائج معروفة سا تعمقة بتحديد مستقرات الدالياتم جديدة
 .أخرى ولكن بطريقة
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 ومواده:ق البحث ائطر 
  9 مبرىنةالمتمثمة بال تىي استخدام النظريات الأساسية المتعمقة بصيغ التحولاطريقة البحث المتبعة 

، حيث يمكن في ىذه  ة بياطالأسر المرتبو  Cسرة الأمثل التي تممك تمثيلًا تكاممياً أسر الدوال  عمى وانعكاس ذلك
 ستمجس لمحصول عمى بعض النتائج بسيولة. –ريمان الحالة استخدام خواص تكامل 

 
 :المناقشةالنتائج و 

 :لدراسة الدالي   [3] ,[1]) )ة لقد وجدت طرق كثير 
 

               






0
n

0
n

0000 zf,zf,...,z'f,z' f,zf,zf J  =f F      5 

 
وكانت  .قطة مثبتة من ىذا القرصن 0zحيث Dسر الدوال التحميمية في قرص الواحدة أالمعرف في بعض 

م ىذا الدالي إذا كان عقدياً أو إيجاد قيمتو الصغرى إذا ة تحول قيتمخص في معظم الأحيان بإيجاد مجموعمسألة تال
 .كان حقيقياً 

في بعض الحالات  ،) أي مستقره أو مجموعة قيمو(ة تحول قيم ىذا الداليفي ىذا العمل إيجاد مجموعنحاول 
 C عندما يكون معرفاً في الفضاء، الخاصة

في ىذه الأسرة   يةصل عمى الشكل العام لمدالة الحدودنح بعد( فيما ياعرض) التي سن 9مبرىنةباستخدام ال
ومن خلال ىذه الدالة نستطيع تحديد مستقر الدالي 5  عندما يكون  الحالتين الخاصتينفي)z(f)f(F 0 

z(fz)f(F(أو  00 في الفضاء  المستقر دقيق عمى  حيث نحصل بشكلC  كما سنرى  - ىذا المستقرو
ىذا بالإضافة إلى الحصول عمى  .ف قطره في كل من الحالتين المذكورتينمركزه ونص تم تعيين مغمق ىو قرصو   -

 قدير طويمة الدالي ومشتقاتو.تنتائج أخرى متعمقة ب
 
 :الحدوديةالدوال 

مجموعة الدوال  Cلتكن و  Dمثبتة من قرص الواحدة  نقطة كيفية 0zلتكن  zf  المعرفة في ىذه
 الدالي عمى ىذه المجموعة لنعرفو   النقطة f F  العلاقةواسطة ب  5 مجموعة القيم التي يقبمياىذا ل ولنرمز
 .Bبالرمز Cعمى الأسرة  f عندما تتحول ) أي مستقره ( الدالي

 معرفاً في الفضاء Fعندما يكون  مقةمغ Bالمجموعة أن  [5من المعموم ] MC المحيطية )  يانقاطوأن
 (:الصغرى القصوى القيمة خاصةممك الخاصة الآتية ) المعروفة بفية( تأي الطر 

ة . يوجد عندئذ محيط ىذه المجموع وليكن  Bة نقطة كيفية خارجية لممجموع Fلتكن: 9 خاصة
نقطة محيطية     F  F   ن : بحيث يكو 

 FFFF                  6 

 .Fالواقعة في جوار صغير بما فيو الكفاية لمنقطة  BFمن أجل كل النقاط 
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لأن  αCويصح الكلام نفسو في الفضاء   MCCα  .تحديد مجموعة قيم الداليل ومن ذلك أن نستنتج 
F  أي نقاط المجموعةB يكفي تحديد النقاط المحيطية التي تحقق الشرط 6. 

 :تعرف كل دالة

 tμd
zeα

ze
)z(f

π

π
it

it












  

 
  
1

1 

 محققة لمشرطC  من  fF ة بالنسبة لمداليبالدالة الحدودي  5 ذا كان ىذا الدالي حقيقياً فإن . وا 
 zf  بالدالة القصوى بالنسبة لو.   تعرف 

ية بالنسبة حدودإلى البحث عن جميع الدوال ال تؤول Bوىكذا وفي النتيجة نلاحظ أن مسألة تحديد المنطقة 
لمدالي  5 والتي يتحقق من أجميا الشرط 6. 

الخاصة القصوىتساعد  6 مبرىنةفي الحصول عمى الشرط اللازم لوجود الدالة المحيطية من خلال ال 
 :  [8] الآتية

ليكن لمدالي  .9مبرىنة f Fالعلاقةالمعطى ب  5 الفضاء  معرفاً فيC. الشرط  إذا كان: 

1b ,  
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z(f(الدالة المحيطية  ، من أجلمحققاً 


 الة الشكل:لديذه اكان ل  
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 ىي قفزات الدالة kمع العمم أن  t في نقاط الانقطاع kt :ضافة إلى ذلك  وا 

m1,2,...,k  , 0   , 1 kk

m

1k




 

 
مستقر الدالي       ff F  

سوف نجد مستقر الدالي  ياما سبقو  9ة المبرىنبالإعتماد عمى  5 التي يكون فييا في الحالة الخاصة 
  Cf , ff F   المرتبطة بو خواص الأخرىالوسوف نحدد بعض .  

كون للأسرة  ( ولذلك سي ) في توبولوجيا التقارب المنتظم بطةامتراصة ومتر  C أن الأسرة [2] من المعموم
αC فإن  بالإضافة إلى ذلك نفسيا . الصفةαC إذا كان  محدبة لأنو  zf1 و  zf2  تابعين كيفيين منC 

جد تابعان فإنو يو   t1 و  t2 من U :بحيث يكون 

 tμd
zeα
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)z(f

π

π
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it
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        وعندئذ إذا وضعنا:
        10   , t1tt 21                  9 
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 كان التابع المعرف بالعلاقة:

 tμd
zeα

ze
)z(f λ

π

π
it

it
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1
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 :وذلك لأن  Cعنصراً من الأسرة 

        1-1 t1tt 21  


















 

 تفيد ىذه الحقيقة في البرىان عمى التمييدية الآتية:
 

: إذا كان الدالي 9تمييدية 5 :من الشكل 

   td tz,q )f(F 









             11 

 حيث tz,q  في دالة تحميميةD بالنسبة لممتحول  واشتقاقيةt عمى المجال  , و  t  دالة
 محدبة.ومترابطة و  متراصة B ، كانت المجموعة  Uكيفية من

جموعات المترابطة والمتراصة موعة قيم الداليات المعرفة عمى الممن النظريات المعروفة حول مجالبرىان: 
نفرض أن  B . لبرىان تحدب المنطقة ياوتراص B  المجموعةبط اينتج تر  [1]    Czf, zf 21  

وليكن     Ut,t 21  ن بحسب الفرض:و بحيث يك 

   td tz,q )f(F 11 









                 12 

   td tz,q )f(F 22 









                  13 

كن ولت   t -, t ππμλ    دالة من الشكل 9 10  حيث    . عندئذ سيكون لمدالة
)z(f λ مشكل شكل مشابو ل 10  وسيكون لمدالي 11 :الشكل 

   tμdq)f(F λ

π

π

λ 




  tz,   

 ينتج من ذلك ومن العلاقة 9 :أن 
        10   , fF1fFfF 21               14 

وينتج من ذلك أن انتماء النقطتين    fF,fF  يؤدي إلى انتماء النقطة B إلى 21 14 إلى B. 
 . مجموعة قيم الدالي 2 مبرىنة

)z(f)f(F 0                       15 
Cfعندما يكون    0وz  نقطة من قرص الواحدةD ىي القرص المغمق ،Rww 0  

 تين:المعطى مركزه ونصف قطره بالعلاق
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الدالي  مجموعة قيم  B لتكنالبرىان.  15  وليكن المنحني 9 مبرىنة.  من المحيط ىذه المجموعة  (
:يعطى بالعلاقة ينتج أن ىذا المحيط  (6العلاقة   t -, )t(ww  : 

 حيث

. ππ
zeα

ze
)t(w

it

it





 t  , 
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βiنفرض أولًا أن  شكل ىذا المنحنيلإيجاد 
reiyxz   نضع معادلتو بالشكل الديكارتي ثم  000

   ivutw  نجد بعد تحويلات بسيطة أنف : 
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rz حيث 0  و  t .  لمتخمص من الوسيط العلاقتين أعلاه بالشكل نضع: 
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 المعادلة الآتية: الجمع( عمى فنحصل ) بعد تربيع الطرفين و 
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 إلى الشكل: التي يمكن تحويميا
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 معطيان بالعلاقة Rونصف قطرىا 0wتمثل معادلة دائرة مركزىا  ىذه المساواة 16  . وبما أن
Rwwىي القرص المغمق  B فإن  9بحسب التمييدية متراصة ومترابطة  وكذلك محدبة B الأسرة 0  

 المطموب. المذكور وىو
 

مستقر الدالي     fzfF    
سابات السابقة لإيجاد مجموعة قيم الدالي سوف نستفيد من الح  fzfF     المعرف عمى الفضاءαC. 

Cfإذا كان . 4 مبرىنة   0وz  نقطة من قرص الواحدةD  00حيث zRe مجموعة  فإن 
 قيم الدالي

)z(fz)f(F 00                 20 
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ىي القرص المغمق  RWW  المعطى مركزه ونصف قطره بالعلاقتين: 0
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rziyxzحيث   0000   ,  . 
 لدينا:البرىان. 
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مجموعة قيم  الدالي  B ستكون 9و بحسب المبرىنة  ولذلك 20،  المنحني ب محاطة، في ىذه الحالة 
 الذي معادلتو:

. ππ
zeα
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z)t(W

it

it
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W : 

0

0
0

1

1
                  22 

000) لقد فرضنا  أن    xzRe   لكي يبقى الشرط   7   لإيجاد شكل ( . 9محققاً في المبرىنة
rziyxzىذا المنحني نفرض أولًا أن   0000   ثم نضع معادلتو بالشكل الديكارتي   ,  

    ivutWأن  . بملاحظة   twztW 0  ،حيث  tw  معطاة بواسطة العلاقة 17،  نستنتج
 :عمى التوالي أن

      ivuyxivuzivutW   000 
vxuyvvyuxu 0000             ,    

     vxuy
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u 002002
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      ,  

بقيمتييما في  vو  uبتعويض  19 نجد أن 
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 :بعد إجرلء الحسابات ويكون 
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معادلة دائرة والناتج ىو RWW تتطابق عنناصرىا مع العناصر الواردة في 0 21 بذلك تكون .
ىي القرص المغمق  B مجموعة  RWW  وىو المطموب. 0
 

 :نتائج وتطبيقات 
 سوف Cئية وأسرتيا الجز  Cديرات المتعمقة بالدوال ومشتقاتيا في الأسرة في إيجاد التق 2 مبرىنةتفيد ال

 نعرض بعضاً منيا فيما يمي:
πβπrez :حيث  Cمن  f أجل كل دالة . من9نتيجة

βi    -, 1r0  ,  
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 : صحيحة تكون التقديرات الآتية

 
rα

r
zf

rα

r










1

1

1

1                  23 

 
rα

r
zfRe

rα

r










1

1

1

1                  24 

 
 

221

1

rα

rm
ςfIm




         25 

   

 
,...,,n,

rα

αα!n
)z(f

n
321

1

1

1








   

 

 
 

n

n         26 

z(f)f(F(أن مجموعة قيم الدالي رأينا البرىان: 0  تقع داخل الدائرة 18 0وz  ن منقطة كيفية
 :. لذلك ومن العلاقة قرص الواحدة
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وبذلك تكون العلاقة 23 صحيحة. 

العلاقتين  لبرىان 24و 25  أن مركز الدائرة  نلاحظRww  يقع عمى المحور الحقيقي ولذلك  0
Rwivu   العلاقةفإن    تؤدي إلى العلاقتين:  0

  RwzfReRw  00 
  RzfImR  

ومنيما تنتج العلاقتان  24و 25. 
لبرىان العلاقة الأخيرة 26  نحسب المشتق النوني لمتابع zf  المعطى بالعلاقة 4 :فيكون 
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وكان  Cتنتمي إلى الأسرة   fذا كاننت الدالة . إ2نتيجة 
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تعطى  الصفر ،، في جوار  البرىان. من المعروف أن أمثال منشور الدالة التحميمية في منشور تايمور

 بالعلاقات:
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ب ومنو بحس  26 :يكون 
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 :الاستنتاجات والتوصيات

 الاستنتاجات:
 2في المبرىنة  1α  فعندما نضع.  αCىي فضاء جزئي من الفضاء  Cن أسرة كاراتيودوري قمنا إ

 : الآتية عمى النتائج -كحالة خاصة - مباشرة Cضاء في الف نحصل والنتائج التي تمييا
Cfإذا كان -9   مجموعة قيم الداليفإن  )z(f)f(F    0في النقطةz  من قرص الواحدة  ىي

Rwwالقرص المغمق  0  :المعطى مركزه ونصف قطره بالعلاقتين 
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Cfإذا كان -2    فإن مجموعة قيم الدالي)z(zf)f(F    0في النقطةz  من قرص الواحدة  ىي

القرص المغمق  RWW  المعطى مركزه ونصف قطره بالعلاقتين: 0
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Cfإذا كان -4  1 وكانr0  ,  rz  قارن العلاقات  فإن (   2623   -:) 
 

 
r

r
zf

r

r










1

1

1

1                   29 



 Sciences Series .Tishreen University Journal. Bas   2112( 1) العدد( 43) العموم الأساسية المجمد  مجمة جامعة تشرين

77 

 
r

r
zfRe

r

r










1

1

1

1                    30 

 
21

2

r

r
zfIm


                    31 

  
  1
1

2





n

n

r

!n
zf                    32 

 

Cf إذا كان -3   وكان
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 :صياتالتو 
فضاءات أخرى أكثر عمومية أو في  Cالفضاء بالإمكان متابعة دراسة مجموعات قيم الداليات المختمفة في 

واقعة ضمن الفضاء  ولكنيا MC فمثلًا بالإمكان البحث عن مجموعة .  
 تحول قيم الداليات من الشكل:
),...z(''fz)f(F)z('fz)f(F 0000    ,  

وغيرىما حيث نتوقع الحصول عمى نتائج مشابية لتمك التي توصمنا إلييا في الفقرات  Cو C في الفضاء 
 .السابقة
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