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 ممخّص  
 

غير خطية من المرتبة ضمية تفا تمعادلامن جديدة فئة حمول لقارب المسموك السوف ندرس  ,في ىذا البحث
جزء منيا والتي تحقق لستمرار أو محمول القابمة للالالسموك المقارب من ىذا البحث ىو دراسة  الرئيساليدف  الثانية.
الحمول التي تتقارب سموك أي دراسة  ,بجوار عدم النياية      الخطية  معينة وتسمك سموك الدوال بتدائيةا ا  شروط

 .       التفاضمية المتجانسة من حمول المعادلة
وسنقدم بعض الأمثمة , تعميماتيا العائدة لدنانعمى متراجحة "بيياري" وبعض  رئيسقد اعتمدت الدراسة بشكل ل

 ات صمة بالنظريات التي سيتم مناقشتيا.التوضيحية ذ
 
 

 . السموك المقارب ,غير خطية معادلات تفاضمية الكممات المفتاحية:
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 :مقدمة
تشكل مواضيع التوازن واستقرار الحمول والسموك المقارب ومحدودية الحمول مسائل ىامة جدا  في نظريات 

من أجل  ممان فعالة جدا  لابانوف وبي اطريقت وتعتبر , لثانيةاوتطبيقات المعادلات التفاضمية غير الخطية من المرتبة 
 التفاضمية غير الخطية.دراسة ىذه المسائل في المعادلات 

جديدة من المعادلات التفاضمية غير الخطية من  لفئةنتناول في ىذا البحث دراسة تفصيمية لمسموك المقارب 
 تية:نية المتجانسة وغير المتجانسة الآالمرتبة الثا

     (      )   ( )                                                                   ( )  
     (      )   (   )                                                           ( )  
     (   )   (   )                                                                   ( )  
     (   )                                                                                    ( )  
     (    )    ( )                                                                          ( )  

(  )   تية:  مقرونة بالشروط الابتدائية الآ        
 (  ) روط جديدة مفروضة عمى وذلك ضمن ش    

التقارب الخطي لمحمول القابمة توافرت يكون  تم في ىذا الدراسة البحث عن الشروط التي إذا ما .     الدوال 
 .            حيث      عندما       ىو  أو لجزء منيا ارللاستمر 

ولما كانت أحدث الطرائق التحميمية لمبحث في إيجاد حل المعادلات التفاضمية غير الخطية من مراتب مختمفة 
ودراسة السموك المقارب لمحمول يعتمد عمى مبرىنات الوجود والوحدانية والمتراجحات التكاممية لبيممان وبيياري فمقد 

 دة من المعادلات التفاضمية غير الخطية من المرتبة الثانية,وجدنا أنو من المناسب معالجة التقارب الخطي لفئة جدي
درس التقارب الخطي والسموك  [9,7,3,2]في الأعمال  .المطروحة بأمثمة تطبيقية مناسبةبعد ذلك تم دعم المبرىنات 

المقارب لحمول معادلات تفاضمية غير خطية من المرتبة الثانية وذلك عن طريق استخدام التعميمات الشييرة لمتراجحة 
 بيياري وفرضيات دنان, لذا سوف نستخدم في ىذا العمل تقنية مشابية لتمك المستخدمة في الأعمال السابقة.

الرياضيين  لمعديد من  العمميةالي جاء من خلال دراسة العديد من الكتب والمقالات الدافع أو الحافز لمعمل الح
  والتي تتحدث عن السموك المقارب لحمول المعادلات التفاضمية غير الخطية من المرتبة الثانية .

                  .           لقد تم إجراء ىذا البحث في جامعتي دمشق والعربية الدولية خلال العام الدراسي 
(   ,  يقال عن الدالة   :[3]   1تعريف  ت الشروط ذا تحققإ  لى الصف أنيا تنتمي إ (   , 
 : الآتية 

 .    وموجبة لكل     دالة غير متناقصة ومستمرة لكل  ( )    (  )
 :بحيث (   ,مستمرة عمى الفترة  ∅يوجد دالة   (  )

 (𝛼  )  ∅(𝛼)  ( )          لكل𝛼     و    
 :  2تعريف

 إذا كان : ( )نيا تحقق الخاصية إ ( ) نقول عن الدالة 
 ( )        ( )                                      

 :  3تعريف
 .    جل جميع قيم إذا كانت موجودة من أ (( continuable functionقابمة للاستمرار ( ) تسمى الدالة 

 :[5]  4تعريف
 .  من الفضاء الاقميدي ثلاثي البعد   في منطقة  ومستمرة دالة معرفة (       ) لتكن 
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     و    ذا وجد ثابتين إ   في المنطقة    و   تحقق شرط ليبشز بالنسبة لِ  (       ) ن نقول إ
(       ) |  حيث:ب   (       )|    |     | وذلك من أجل كل النقاط     |     |   

(       ) (       )       . 
 :[8]  5 تعريف
 ن:إعندئذ نقول   دالتين معرفتين ومستمرتين عمى  ( )  ( ) لتكن 

     ( )  بحيث يتحقق :    ذا وجد ثابت إ             (( ) )  
| ( )|   | ( )|                                                           

( )      :وبشكل مكافئ |ذا كانت النسبة إ         (( ) )  
 ( )

 ( )
 .     محدودة عندما  |

 ن :لنلاحظ أ,وكمثال عمى ذلك 
(

 

     )
   .

 

  
/                                                    

                               (   )       :نوذلك لأ
   

       
 

   
 

 

  
  (

 

     )
  

 

(  ) 
 

 

   
 

  
 

 

  
                    

           (
 

     )
  

 

  
  (

 

     )
   .

 

  
/                        

 :[8] 6تعريف 
 ذا تحقق:إ

   
     

 ( )

 ( )
( )  عندئذ يكون :      ( ( ))        .   

                            (  )             وكمثال عمى ذلك :
   

   
          

  
 

   
   

    

  
 

   
   

 

 
                                   

 لدينا :
   

   
 

 
        

    لدينا:وبيتال الشييرة يكون كذلك وباستخدام قاعدة أ
   

   
    

  
 

   
   

 

   
   

 وبالتالي :
   

   
          

  
                  (  )             

 :([6])متراجحة التكامل لبيياري  7 تعريف
 : إذا كان

  ( )    ∫  ( ) ( ( ))  
 

  
                                                 

ىي دالة   و (    ]ذات قيم حقيقية مستمرة غير سالبة عمى الفترة  دالتان    ,  uثابت موجب  و  mحيث ب
 وتحقق: (   )عمى الفترة  موجبة وغير متناقصة و  (   ,حقيقية القيمة مستمرة عمى الفترة 

 ∫
  

 ( )

 

 
                                                        

( )  :عندئذ يكون     . ( )  ∫  ( )  
 

  
/                 

ٍ  ىي الدالة الأ  :حيث   صمية لِ
 و  ىي الدالة العكسية ل     و  (   )عمى الفترة ⁄ 

 ( )  ∫
  

 ( )

 

 
                                                             

 (Finizio and ladas)[ 5]: مبرىنة 
   و   شرط ليبشز بالنسبة لِ  انوتحقق دالتان مستمرتان (       )   و (       )  بفرض أن 
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|    | (       )*   في المنطقة:    |     |    |     |           +   
  مسألة القيم الابتدائية:يوجد ل عندئذ  

    (       )                              
  

    (       )                                                                      
  (  )                (  )                                                          

 .  حول النقطة       حل وحيد معرف في مجال ما  
   و   مستمرة وتحقق شرط ليبشز بالنسبة لِ  (       )  بفرض أن  نتيجة:

 علاه.المعرفة أ  في المنطقة 
                              (       )     مسألة القيم الابتدائية:يوجد لعندئذ  

  (  )                (  )                                                           
 .  حول النقطة       حل وحيد معرف في مجال ما 

 (D)[3]:  مبرىنة
( )  لتكنو  (   ,  عمى الفترة  دالتان مستمرتان وموجبتان ( )  ( ) ن لنفرض أ دالة     

( )   ,ولتكن(   ,مطردة وغير متناقصة ومستمرة عمى الفترة  دالة الجداء المضاعف      تكون  بحيث   
 . الموافقة ليا 

( ) :إذا كان   ( )  ∫  ( )  ( ( ))                                   
 

 
 

 : فإن
  ( )   ( )   , ( )  ∫  ( ) 

   ( ( ))

 ( )
  -               

 

 
  

( ) حيث :   ∫
  

 ( )
                                                 

 

  
 

 ىي الفترة الجزئية والتي من أجميا يكون:-   )  و  ىي الدالة العكسية ل    
 ( )  ∫  ( ) 

   ( ( ))

 ( )
   

 

 
    (   )                         

 (  )[3]: مبرىنة
 (   ,   عمى الفترة غير سالبة ىي دوال مستمرة  ( )  ( )   ( )  ( ) لنفرض أن 

( ) ولتكن    تحقق شرط ليبشز :دالة مطردة وغير متناقصة و    
| (   )   ( )|                                                          

 ىوثابت موجب.    و
ذا ( )  كان: وا     ( )   ( ) ∫  ( )  ( ( ))                             

 

 
  

( )  فإن :    ( )   ( ) ∫  ( )  (  ( ))    .∫   ( ) ( )  
 

 
/       

 

 
 

 
 أىمية البحث وأىدافو.

لحمول فئة من المعادلات  عدم النيايةإن أىمية بحثنا تكمن في تسميط الضوء عمى السموك المقارب عند نقطة 
من المرتبة الثانية وعرض مبرىنات جديدة تتعمق بالسموك المقارب لتمك المعادلات وتقديم أمثمة خطية غير الالتفاضمية 

 توضيحية تتعمق بالمبرىنات المطروحة. 
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 ومواده: ق البحثطرائ
نترنت عة العربية الدولية ونشرات من الإالاستفادة من المكتبات المركزية والمخابر في جامعة دمشق والجام

 الاستفادة من خبرات الأساتذة المتخصصين في الجامعة . بالإضافة إلى
 

   :النتائج والمناقشة
 لتكن لدينا المعادلة التفاضمية غير الخطية الآتية: الشكل الأول: 

     (      )   ( )                                                      ( ) 
(     ,)   دالة غيرخطية ذات قيم حقيقية وتحقق الشرط:    حيث        ) 

(     , ( ) ما: وأ  سالبة. فيي دالة مستمرة غير   
 : 1مبرىنة

 إذا تحققت الشروط الآتية :
 +       (    ,   (      )*   مستمرة عمى الساحة : (      ) الدالة ( )

 بحيث يكون:           سالبتين  غير ناتمستمر  ناتالتوجد د(  ) 
| (      )   ( )|     ( )  .

| |

 
/  |  |   ( )                

 وتحقق المتراجحة التالية:اقصة نغير مت ( ) فإن الدالة     جلأمن  (   )
 (𝛼  )   (𝛼)  ( )     𝛼                                  

𝛼ىي دالة مستمرة من أجل  (𝛼) حيث  بحيث دالة الجداء      والأكثر من ذلك لنفرض أن  ,   
 . 𝛼المضاعف الموافقة ليا ىي 

∫         :وبفرض أن (  )    ( )      
 

  
      ∫  ( )        

 

  
    

( )    بحيث:     يوجد ثابت ( )  ∫
  

   ( )
               ( )           

 

  
 

 : التالية مقرونا  بالشروط الابتدائية ( )لممعادلة  ( )  قابل للاستمرار حل عندئذ أيف
   (  )        

 (  )       |  |  |  |   .  ( )يحقق الخاصية       
 مبرىنةستخدام نتيجة اوب ,      نفرض أنمن عمومية المسألة  ن نمسدون أ البرىان:

(Finizio and ladas)[5] تممك حلا ( )ن المعادلة أ ينتج"  ( )   ,   )  
( )               يوافق الشروط الابتدائية :                      

 ( )                         
 عمى :    أجل من  نحصل  لى إ 1من  ينتمر  ( )وبمكاممة المعادلة 

       ( )     ∫ , (   ( )   ( ))   ( )-  
 

 
          ( )        

  ( )       (   )  ∫ (   )[ (   ( )   ( ))   ( )]     ( )
 

 
 

 نحصل عمى :    و     أجل ومن  ( )و( ) المعادلتين من
      |  ( )|  

|  |  ∫ | (   ( )   ( ))   ( )|  
 

 
                                                     ( )      

  | ( )|  (|  |  |  |)   ∫ | (   ( )   ( ))   ( )|                                                
 

 
  
 
| ( )|

 
 |  |  |  |  ∫ | (   ( )   ( ))   ( )|                                               ( )   
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 :( )و ( )عندئذ نجد من  (  )الشرط  بالأخذ بعين الاعتبارو 
 |  ( )|  |  |  ∫    ( )  .

| |

 
/  |  |    ∫  ( )  

 

 
           ( )  

 

 
    

    
| ( )|

 
 

|  |  |  |  ∫    ( )  .
| |

 
/  |  |    ∫  ( )  

 

 
                                           

 

 
   

 |  |  |  |     ∫    ( )  .
| |

 
/  |  |                                                         

 

 
  

   ∫    ( )  .
| |

 
/  |  |                                                          ( )                 

 

 
  

 :وبوضع
   ( )    ∫    ( )  .

| |

 
/  |  |                                                                    ( ) 

 

 
    

 :نأنجد  ( )و( )عندئذ من 
  |  ( )|   ٍِ ( )                                                        (  )                   

 
 | ( )|

 
  ( )                                                                                      (  )                 

 :عمى    من أجل ( ) و(  ) نحصل من  عندئذ,     من أجلغير متناقصة  ( )  ةالن الدأوبما 
 .

 | ( )|

 
/   ( ( ))                                                                         (  )  

 ن :أينتج      من أجل أنو ( ) (  )وبملاحظة المتراجحات  ( )نستنتج من 
   ( )    ∫    ( )  ( ( ))  ( )                                                     (  )         

 

 
    
 .  لى الصف إ تنتميان ( )     نجد أن الدالتين  (   )و (  )حسب الشرطين و 

( )    ن:فإ - , بعلاوة عمى ذلك فانو وحس ىي دالة الجداء المضاعف الموافقة   𝛼  (𝛼)وتكون   
 ن :نجد أ(  )عمى  ( )- ,لمجداء.وبتطبيق مبرىنة 

   ( )       ,∫    ( ) 
   ( )

 
  -

 

 
                                                                       

      , ( ) ∫    ( )  -
 

 
                                                 (  )       

( )     :حيث   ∫
  

   ( )

 

 
 .( )  ىي الدالة العكسية لمدالة  ( )   & 

 يكون:   من أجل  ( )لانو حسب     جل جميع قيم محققة من أ(  )المتراجحة 
 ( ) ∫    ( )  

 

 
     (   )                                                     

                                                                     ( )  ن:لنضع الآ
( )  : (  )عندئذ يكون من  متزايدة  ( )    نأ وبما       ( )              

|( )  |  :  ( ) (  )ينتج منعندئذ        ( )                                                     
 
 | ( )|

 
      ( )                                                                                                 

 :يمي فإننا نلاحظ ما  من المبرىنة (  )الشرط لى وبالعودة إ 
∫ | (   ( )   ( ))   ( )|  
 

 
 ∫    ( )  .

| |

 
/  |  |     

 

 
  

 ∫  ( )  
 

 
                                  

  ( )       ( )                    
∫ن التكامل أوىذا يبرىن  , (   ( )   ( ))   ( )-  

 

 
 :النياية نقا" وبالتالي فإمتقارب مطم 
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∫ , (   ( )   ( ))   ( )-   𝛼(     )              
 

 
  

 :  نأنجد  ( )ومن جية ثانية من ,ىذا من جية,ومحدودة دوما" موجودة 
            

   
  ( )     𝛼(     )                                     

 :نأوبيتال الشييرة نجد أدام قاعدة وباستخ خيرا ,أ
   

   
 ( )

 
  

   
   

  ( )      
 : يكون    ثابت حقيقي أي ومن أجل

   
   

*
 ( ) (    )

 
+  

   
   

 ( )

 
 

   
   

    

 
         

      لو السموك المقارب  ( ) وىذا يعني أن الحل القابل للاستمرار
 .   عندما 

 التالية: ية غير الخطية من المرتبة الثانيةالمعادلة التفاضم لدينا :لتكنمثال تطبيقي
             

  

   
 

  

      (  )
 

 

    
                                   ( )         

 ن :أنلاحظ 
 (      )       

  

   
 

  

      (  )
               ( )  

 

    
                                          

| (      )   ( )|  | (      )|  | ( )|                                                       
 يكون:    من أجل نوأ وبملاحظة    

   (  )          (  )    |
  

      (  )
|  |  |                                     

            |
  

   
|  |

  

   
|                                                 

(      ) | فان:وبالتالي    ( )|  
 

  
 |

  

   
|  |  |  

 

    
                                   

   ( )  
 

  
   ( )  

 

  
     ( )  

  

   
     (𝛼)  𝛼

 
                                       

   ∫    ( )   ∫
 

  
     

 

 
    

 

 
                                                              

   ∫  ( )   ∫
  

    
 

 

 
      

 

 
 

 

 
                                                                  

    ( )  ∫
  

   ( )
    

 

 
    ∫ .

   

  
/      

 

 
                                     

         √                                          
محققة وىذا يعني بدوره أن كل الحمول القابمة للاستمرار لممعادلة   وبذلك نستنتج أن جميع شروط المبرىنة    

             حيث    عندما      ليا السموك المقارب   ( )
|  |وفضلا  عن ذلك فإن:    |  |     √ . 

 : 2مبرىنة
 حيث تستبدل بالفرضية التالية: (   )محققة ماعدا الفرضية الثالثة  لنفرض أن جميع فرضيات المبرىنة 

( ) غير متناقصة وبحيث  ( ) فإن الدالة     من أجل   (   ) والأكثر من ذلك فيي تحقق    
(   ) |    شرط ليبشز الآتي :   ( )|                        

 ىوثابت حقيقي.   حيث 
 مشروط الابتدائية:قق لحم ( )لممعادلة  ( ) قابل للاستمرار حل أي عندئذ

    ( )         
 ( )      |  |  |  |  .( )يحقق الخاصية           
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 البرىان:
عتبار ,آخذين بعين الا (  )عمى  (  )[3]وبتطبيق مبرىنة  جراء المناقشة نفسيا كما في المبرىنة بإ
 :   نحصل من أجل   (   ) (  )الشروط 

 ( )    ∫    ( ),   ( )-     ,
 

 
   ∫    ( )  

 

 
-                    

   (   ( )) (  )    (    )                        (  )     
  ( )                                                                                                                  

 . 1ويستكمل البرىان كما في المبرىنة
 : 3مبرىنة

 إذا تحققت الشروط الآتية :
 +       (   ,   (      )*   مستمرة عمى الساحة : (      ) الدالة ( )
 بحيث يكون:           غير سالبتين ناتمستمر  ناتالتوجد د (  )

| (      )   ( )|     ( ), .
| |

 
/  |  |-   ( )                

 غير متناقصة وتحقق المتراجحة التالية: ( ) فإن الدالة     من أجل(   )
 (𝛼  )   (𝛼)  ( )     𝛼                                  

𝛼ىي دالة مستمرة من أجل  (𝛼) حيث  بحيث دالة الجداء      والأكثر من ذلك لنفرض أن ,  
 . 𝛼المضاعف الموافقة ليا ىي 

∫         وبفرض أن:(  )    ( )      
 

 
      ∫  ( )        

 

 
    

( ) )     بحيث:    يوجد ثابت  ( )   )    ∫
  

   ( )
   ( )

 

 
 

 مقرونا  بالشروط الابتدائية : ( )لممعادلة  ( ) فعندئذ أي حل قابل للاستمرار 
   ( )        

 ( )       |  |  |  |  .   ( )يحقق الخاصية       
 يكون :    نجد انو من اجل   بإجراء المناقشة نفسيا كما في المبرىنة  البرىان:

                       |  ( )|  |  |  ∫    ( ), .
| |

 
/  |  |-    ∫  ( )  

 

 
             (  )  

 

 
     

    
| ( )|

 
 |  |  |  |  ∫    ( ), .

| |

 
/  |  |-    ∫  ( )  

 

 
                 

 

 
   

 |  |  |  |     ∫    ( ), .
| |

 
/  |  | -                               

 

 
  

   ∫    ( ), .
| |

 
/  |  |-                                           (  )     

 

 
  

( )   وبوضع:     ∫    ( ), .
| |

 
/  |  |-                                             (  ) 

 

 
    
 نجد أن : (  )و(  )عندئذ من 

 |  ( )|   ٍِ ( )                                                                                         (   )       
 
 | ( )|

 
  ( )                                                                                        (  )        

 عمى :    من أجل (  ),عندئذ نحصل من      غير متناقصة من أجل  ( )  ةالن الدوبما أ
  .

 | ( )|

 
/   ( ( ))                                                                                   (  )   

 ينتج أن :    أنو من أجل  (  ) (  )وبملاحظة المتراجحات  (  )نستنتج من 
   ( )    ∫    ( ), ( ( ))   ( )-                                  (  ) 
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 .  تنتميات الى الصف  ( )     نجد أن الدالتين  (   )و (  )وحسب الشرطين 
( )    فان: - , نو وحسب إعلاوة عمى ذلك ف ىي دالة الجداء المضاعف الموافقة   𝛼  (𝛼)وتكون   

 ن :نجد أ(  )عمى  ( )- ,وبتطبيق مبرىنة  لمجداء.
   ( )       ,∫    ( )(

   ( )

 
)  -

 

 
                                            

      ,    ( ( )   ) ∫    ( )  -
 

 
            (  )   

( ) حيث:      ∫
 

   ( )

 

 
 .( )  ىي الدالة العكسية لمدالة  ( )   & 

 يكون:   من أجل  ( )لانو حسب     جل جميع قيم أمحققة من (  )المتراجحة 
     ( ( )   ) ∫    ( )  

 

 
    (   )                                                 

( ) )    ن:لنضع الآ   )                                                              
( ) :  (  )متزايدة عندئذ يكون من   ( )   ن أ وبما       ( )              

|( )  |  :  (  ) (  )عندئذ ينتج من       ( )                                                   
 
 | ( )|

 
      ( )                                                                                              

 فإننا نلاحظ مايمي:  من المبرىنة (  )لى الشرط وبالعودة إ
∫ | (   ( )   ( ))   ( )|  
 

 
 ∫    ( ), .

| |

 
/  |  | -   ∫  ( )  

 

 
 

 

 
  

  ( )       ( )                                   
∫وىذا يبرىن أن التكامل  , (   ( )   ( ))   ( )-  

 

 
 .قا" متقارب مطم 

 . ويستكمل البرىان كما في المبرىنة 
 الخطية من المرتبة الثانية التالية:لتكن لدينا المعادلة التفاضمية غير  :مثال تطبيقي

    
 

  
  0

   ( )

      ( )
     ( )1  

 

    
                       (  )                 

|( ) |ىي دوال مستمرة تحقق أن:( ) و  ( ) حيث        | ( )|           
 أعداد صحيحة موجبة.   و 

(      ) لدينا   
 

  
  0

   ( )

      ( )
     ( )1       ( )  

 

    
 

| (      )   ( )|  
 

  
 ,| |  |  | -                                  

 ( )  
 

               ( )           (𝛼)  𝛼                                               
∫وبما أن  

  

   ( )

  

 
 ∫

  

  

  

 
ستمرار المعادلة ن كل الحمول القابمة للاأنجد  [3]فانو وحسب     

 .( )تحقق الخاصية  (  )
 لتكن لدينا المعادلة التفاضمية غير الخطية الآتية: الشكل الثاني: 

     (      )   (   )                                ( )     
(    ,)   حيث   (    ,)    و (           ) 
 : 4مبرىنة

 إذا تحققت الشروط الآتية :
 +       (   ,   (      )*   مستمرة عمى الساحة : (      ) الدالة ( )
 +    (   ,   (   )*    مستمرة عمى الساحة : (   ) الدالة (  )
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          توجد دوال مستمرة (   )
 بحيث يكون:     

| (      )   (   )   |    ( )   (
| |

 
),  (| 

 |)  |  |-                
 موجبة وغيرمتناقصة,إذا رمزنا بِ:    جل أمن  ( )   ( )  ن الدوال إحيث  (  )

 ( )  ∫
  

  ( ),  ( )  -

 

 
(  )   فإن       . 

( )  ∫   ( )       
 

 
                  

 .( )يحقق الخاصية ( )لممعادلة  ( ) ستمرار ي حل قابل للاأ عندئذ  
جراء دراسة تفصيمية مشابية لما في المبرىنة  ( )مكاممة المعادلة ب البرىان: بعد  نجد ( )مرتين متتاليتين وا 

 يكون :    جل أنو من أ [6]تطبيق متراجحة بيياري 
  ( )     , (  |  |  |  |)  ∫   ( )  -  

 

 
                         

( ) حيث    ∫
  

  ( ),  ( )  -

 

 
والتي تكون معرفة من  ( ) ىي الدالة العكسية لمدالة  ( )   و  

 . (   (  ) )  اجل 
(  )  والأكثر من ذلك فإن:  متزايدة. ( )   و     

ذا فرضنا أ |  |  )   ن :وا   |  |)              . 
( ) ن : أنجد  ( )   ومن كون      ( )         

 في المبرىنات السابقة.يستكمل البرىان كما و 
 لتكن لدينا المعادلة التفاضمية غير الخطية من المرتبة الثانية التالية::مثال تطبيقي

      
 

 0  .  
 

 
/  

 

  (  ) 
   .  

 

 
/    1                        (   )    

 (      )    
 

    .  
 

 
/  

 

  (  ) 
         (   )    

 

    .  
 

 
/           

     نحصل عمى :     جل أمن 
 

 
     .  

 

 
/    (   ) 

  (  )    
 

  (  ) 
                                                                                         

| (      )   (   )   |    
 

  |  (   )| ,  |  |-                       
    ( )    

 

            ( )    (   )           ( )                            
  ∫   ( )  

 

 
 ∫   

 

     
 

 
                                            

 (  )  ∫
  

  ( ),  ( )  -
 

 

 
∫

  

  (   ) ,   -
                                  

 

 
  

محققة وىذا يعني بدوره أن كل الحمول القابمة للاستمرار لممعادلة   وبذلك نستنتج أن جميع شروط المبرىنة 
 .( )تحقق الخاصية  (   )

 لتكن لدينا المعادلة التفاضمية غير الخطية الآتية: الشكل الثالث: 
     (   )   (   )                                ( )     

(    ,)       حيث :       )                  
 : 5مبرىنة

 إذا تحققت الشروط الآتية :
 +    (   ,   (   )*   عمى الساحة :تان مستمر (   )  (   )  و الدالتان( )
      توجد دوال مستمرة (  )

 بحيث يكون:     
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| (   )   (   )   |    ( )  (
| |

 
),  |  |-                               

 موجبة وغيرمتناقصة,إذا رمزنا بِ:    جل من أ ( )  ةالن الدإحيث (   )
 ( )  ∫

  

,   -  ( )

 

 
(  ) فإن         . 

(  )  ∫   ( )       
 

 
                  

 .( )يحقق الخاصية ( )لممعادلة  ( ) ستمرار ي حل قابل للاأعندئذ  
 السابقة.يتم بشكل مماثل لممبرىنات  البرىان:

 الثانية التالية: المرتبةلتكن لدينا المعادلة التفاضمية غير الخطية من :مثال تطبيقي
    

 

  
    .  

 

 
/  

  

           .  
 

 
/                        (    )    

 (   )  
 

  
    .  

 

 
/          (   )  

 

        
   .  

 

 
/                     

| (   )   (   )   |  
 

  
  |  (   ) | ,  |  |-                                    

  ( )  
 

  
                     ( )    (   )                                            

  ∫   ( )  
 

 
 ∫

 

  
  

 

 
                                                              

  (  )  ∫
  

,   -  ( )

  

 
 ∫

  

,   -   (   ) 

  

 
                                                  
محققة وىذا يعني بدوره أن كل الحمول القابمة للاستمرار لممعادلة   وبذلك نستنتج أن جميع شروط المبرىنة 

 . ( )تحقق الخاصية  (    )
 ية الآتية:لتكن لدينا المعادلة التفاضمية غير الخط الشكل الرابع: 

     (   )                       (,    )     )       ( )     
 : 6مبرىنة

 إذا تحققت الشروط الآتية :
 +    (   ,   (   )*   مستمرة عمى الساحة : (   )  الدالة ( )
         توجد دوال مستمرة  (  )

 بحيث يكون:     
| (   )   |    ( )  .

| |

 
/  |  |    ( ) | 

 |                                
 موجبة وغيرمتناقصة,إذا رمزنا بِ:    جل من أ ( ) ن الدالة إحيث  (   )

 ( )  ∫
  

     ( )

 

 
(  ) فإن         . 

(  )  ∫   ( )        
 

 
                        

 .( )يحقق الخاصية ( )لممعادلة  ( ) ستمرار ي حل قابل للاأ عندئذ
 يتم بشكل مماثل لممبرىنات السابقة. البرىان:

 لتكن لدينا المعادلة التفاضمية غير الخطية من المرتبة الثانية التالية::مثال تطبيقي
    

  

(    )(    )
 

  

  
                                     (     )      

 (   )  
 

(    )(    )
 

 

  
                                                             

| (   )   |  
 

    
 |  |  

|  |

  
                                                                

  ( )   
 

    
         ( )   

 

  
          ( )                                           
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   ∫   ( )  
  

 
 ∫

 

    
  

  

 
 

 

 
                                             

   ∫   ( )  
  

 
 ∫

 

  
  

  

 
                                                   

 (  )  ∫
  

     ( )

  

 
 ∫

  

   

  

 
                                                              

 محققة وىذا يعني بدوره أن كل الحمول القابمة للاستمرار لممعادلة  وبذلك نستنتج أن جميع شروط المبرىنة 
 .( )تحقق الخاصية (     ) 

 لتكن لدينا المعادلة التفاضمية غير الخطية الآتية: الشكل الخامس: 
     (    )    ( )                            ( )     

(    ,)   حيث :       )                  
(    , ( ) ما: وأ  فيي دالة مستمرة غيرسالبة.   

 : 7مبرىنة
 إذا تحققت الشروط الآتية :

 +     (   ,   (    )*   مستمرة عمى الساحة : (    )  الدالة  ( )
         توجد دوال مستمرة  (  )

 بحيث يكون:     
| (    )    ( )|    ( ) 

| |

 
  (|  |)    ( ) 

| |

 
  ( )                  

 موجبة وغيرمتناقصة,إذا رمزنا بِ:    جل من أ ( ) ن الدالة إحيث  (   )
 ( )  ∫

  

     ( )

 

 
(  ) فإن         . 

(  )  ∫   ( )        
 

 
              ∫  ( )        

 

 
   

 .( )يحقق الخاصية ( )لممعادلة  ( ) ستمرار أي حل قابل للا عندئذ
 يتم بشكل مماثل لممبرىنات السابقة. البرىان:

 لتكن لدينا المعادلة التفاضمية غير الخطية من المرتبة الثانية التالية::مثال تطبيقي
    

 

  (  (  ) )
 

 

  
  

 

    
                                       (      )      

| (    )    ( )|  
 

  
 
| |

 
 

 

  
 
| |

 
 

 

    
                                                

  ( )    ( )  
 

  
           ( )            ( )  

 

    
                                 

   ∫   ( )  
  

 
 ∫

 

  
  

  

 
                                                  

   ∫  ( )  
  

 
 ∫

 

    
  

  

 
 

 

 
                                                      

 (  )  ∫
  

     ( )

  

 
 ∫

  

   

  

 
                                                                

مة للاستمرار لممعادلة محققة وىذا يعني بدوره أن كل الحمول القاب  وبذلك نستنتج أن جميع شروط المبرىنة 
 .( )تحقق الخاصية (      )
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 :الاستنتاجات والتوصيات
خطية من غير التم التوصل إلى مبرىنات ىامة في السموك المقارب لفئة جديدة من المعادلات التفاضمية لقد 

  . وفق شروط جديدةغير الخطية وسوف نواصل البحث في موضوع السموك المقارب لممعادلات التفاضمية  المرتبة الثانية
نا من طلاب الدراسات العميا وأساتذة متخصصين من أعضاء الييئة التدريسية البحث في ىذا ءونوصي زملا

الجزئية غير الخطية ىذا الموضوع شامل وممكن البحث في السموك المقارب لممعادلات التفاضمية  ن  إ الموضوع حيث
  يضا .أ

 
 :المراجع

 [1] BELLMAN, R.- Stability Theory of Differential Equations, McGraw-Hill, London, 

1953. 

[2]Chen, Shaozhu. -Asymptotic linearity of solutions of nonlinear differential equations, 

Bull.Austral.Math.soc.vol.,1987, 257-265.   

[3]  Dannan, F. M.-  Integral inequalities of Gronwall- Bellman- Bihari type and 

asymptotic behavior of certain second order nonlinear differential equations, J. Math. 

Anal. Appl., v. 108,1985, 151–164. 

[4] Juan, Luo, Zhimin, Luo. and He, Qingyan.-on the asymptotic behavior of second order 

nonlinear differential equations,2010,IEEE,2010, 234-236. 

[5] LADAS, G.and FINIZIO,N.-An introduction to differential equations with difference 

equations, Fourier series, and Partial differential equations ,printed in the United 

states of America, Wadsworth publlshing company ,1982.  

 [6] Mustafa,O.G. and  Rogovchenko, Yu.V.-Global existence of solutions with prescribed 

asymptotic behavior for second order nonlinear differential equations, Nonlinear 

Analysis. Apple.,v. 51 ,2002, 339– 368. 

[7] Naito, M.-  Integral averages and the asymptotic behavior of solutions of second order 

ordinary differential equations, J. Math. Analysis Applic., v. 164 , ,1992, 370–380. 

[8] SHIMA, H. and NAKAYAMA, T.-Higher Mathematics for physics and Engineering. 

Springer Heidelberg Dordrecht London New York , Library of congress control 

Number :2009940406. © Springer –verlage Berlin Heidelberg, 2010. 

 [9] Philos, Ch.G.  and Purnaras, I.K.- Asymptotic behavior of solutions of second order 

nonlinear differential equations, Nonlinear Analysis., v. 24 ,1995, 81–90. 

 


