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 ممخّص  
                                   

( من أجل  Mann  ،Ishikawa  ،Noorسنبرىن في ىذه المقالة عمى التكافؤ بين تقارب المتتاليات  )  
والمعرفة عمى مجموعات جزئية و مغمقة و محدبة   contractive) (Weakضعيفة التقميص  صنف من التطبيقات

 لفضاء كيفي. كما نبرىن أن التكافؤ يمدد إلى التطبيقات اللاتمددية المعممة 
 ((Generalized non expansive  :  ضمن  الشروط 
122,)1,0[,,10  cbacba     . عمى وسطاء التطبيق 

 صيغة جديدة لمتطبيق اللاتمددي المعمم عمى نحو تكون فيو ىذه المتتاليات متكافئة أيضاً .أخيراً نقترح 
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  ABSTRACT    

 

In this paper, we prove that the sequences (Mann, Ishikawa , Noor) are equivalent for 

the class of weak contractive mappings defined on closed, convex subsets of arbitrar  

Banach spaces ,and we prove that the equivalence extends to the generalized non 

expansive mappings with the conditions  : 

122,)1,0[,,10  cbacba              

Finally, we define new formula for generalized non expansive mappings such as that 

these sequences are equivalent.   
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 :مقدمة
البحث عن  النقط الثابتة لمتطبيقات اللاتمددية عمل مألوف في العموم الرياضية إذ تعاد كتابة المسألة المفروضة 

 كمسألة نقطة ثابتة ليذه التطبيقات . 
 غير خالية ومحدبة ومغمقة .Xمجموعة جزئية من Kفضاء باناخ ولتكن  Xنفرض أن

KKTنقول عن التطبيق الذاتي:     :          1,0(إنو مقمص تام إذا وجد(  : بحيث يكون 
)1(, KyxyxTyTx     

KyxyxTyTxالشرط  :   Tأما إذا حقق   لاتمدُدياً               فيسمى تطبيقاً    ,
(non expansive  ذا كان لـ pxpTxبحيث :    pنقطة ثابتة  T(  وا   

 ( non expansive Quasiفيسمى شبيو اللاتمدُدي  )
يث : ح TFبـ    Tسنرمز لمجموعة النقط الثابتة لـ  xTxKxFT  : 

1مقمصاً تاماً  فإن متتالية بيكارد  Tوفضاءات  باناخ  إذا كان ت  المترية التامةالفضاءا في nn Txx 
Kx  ميما كانت  Tمتقاربة نحو نقطة ثابتة لـ  0  

يسمى  بمبدأ التطبيق المقمُص لـ باناخ  ويعد أول نظريات النقط الثابتة ولو تطبيقات كثيرة في حل وىو ما  
ستمرار في كل نقطة من الا المعادلات غير الخطية إٍلا أنو يعاني من مشكمة لزوم شرط التقميص التام والذي  يتطمب

 لتعميم ىذا المبدأ مثل: .لذلك جرت محاولات عدة   Xنقاط الفضاء 
 بمعنى استبدال شرط التقميص التام بشرط مشابو لكن أضعف منو ،     Tإضعاف شرط التقميص  لـ 

أو تمد يد الفضاء، أو دمج الطريقتين معاً ،أو وضع شروط إضافية، ويعود ذلك لأسباب عدة منيا طبيعة 
الضروري أن تكون لو نقطة   شرط التقميص التام فميس من Tعندما لا يحقق  المسألة أو خصوصية التطبيق. لأنو

وحتى في حال وجودىا ليس من المؤكد تقارب متتالية بيكارد نحوىا وىذا ما دفع لمبحث عن متتاليات وتطبيقات  ،ثابتة
ي إيجاد الحمول سينيا  لاحقاً ولعبت دوراً بارزاً ف، وبالفعل نجح بعض الباحثين في إيجاد متتاليات جديدة تم تحخرىأ

 : في ىذه المقالة من المسائل التطبيقية  نذكر فيما يمي بعضاً من ىذه المتتاليات التي سيتم استخداميا التقريبية لمعديد
KKT ليكن التطبيق :    حيثKمن  مجموعة جزئيةXمحدبةو  مغمقة،و ، غير خالية 

Kuxولنفرض  00  عندئذٍ : ,
 :  بالعلاقة Mannتعرف متتالية 

 2,.....2,1,0)1(1  nTuuu nnnnn  
 بالعلاقة: Ishikawa وتعرف متتالية  

              
 3)1(

)1(1

nnnnn

nnnnn

Txxy

Tyxx







  

 بالعلاقة: Noorوتعرف متتالية  

          
nnnnn

nnnnn

nnnnn

Txxz

Tzxy

Tyxx













)1(

)4()1(

)1(1

 

حيث :                 1,0,1,0,1,0  nnn  . 
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Kannan   أما بخصوص التطبيقات فنذكر عمى سبيل المثال  1  شرط    1968في عام استبدل  حيث
(التقميص التام بالشرط يوجد 

2

1
,0(b  : بحيث  

  )5(,,),(),(),( XyxTyydTxxdbTyTxd  
 عمى النحو: Kannanشرطاً  آخر مشابياً لـشرط      1972في عام   Chatterjea    [2]   ووضع
(يوجد  

2

1
,0(c : بحيث  

  )6(,,),(),(),( XyxTxydTyxdcTyTxd  
 ( بالنظرية الآتية :6( ، )5( ، )1الشروط )    Zamfirescu [3]جمع  1972وفي عام 

 ( Zamfirescu (   )1نظرية )
XXTن أي تام و (  فضاء متر (X,dبفرض أن  :  أعداد حقيقية  لأجموتطبيق توجدa , b , c  تحقق

( الشرطين
2

1
,0(,,10  cba  من أجلXyx ,   عمى الأقل من الشروط التالية محقق : اً فإن واحد 

)],(),([),()3

)],(),([),()2

),(),()1

TxydTyxdcTyTxd

TyydTxxdbTyTxd

yxadTyTxd







 

Picard nn  ومتتالية  Pة وحيدة لو نقطة ثابت Tعندئذٍ  Txx 1   متقاربة  نحوXP  من أجل أية
Xxنقطة   0 . 

والذي يرمز لو  Zamfirescu( بتطبيق 1يسمي التطبيق الذي يحقق أياً من الشروط الثلاثة الواردة في النظرية )
لإثبات  في فضاءات باناخ المنتظمة التحدب  Zamfirescuشروط   Rhoades [ 4 , 5]وقد طبق   Zاختصاراً بـ 

إلى فضاءات  Berinde [6]نحو نقطة ثابتة. ثم مددت ىذه النتائج من قبل   Ishikawa وMann تقارب متتاليتي 
 تحقق الشرط : [7]التقميص أنظر  لـ باناخ ، كما عرّف  صنفاً جديداً من التطبيقات الضعيفة كيفية 

)7(TxxLyxTyTx   
0,)1,0(,,  LXyx  

 النظريتين الأتيتين : [7,6]وبرىن في   
 ( :2نظرية )  6  ليكنX و  اً فضاء نظيمK مجموعة جزئية منX  غير خالية ومحدبة ومغمقة  والتطبيق

KKT : ( ولتكن 7)يحقق الشرط nx  متتالية Mann والتي يكون من أجميا
    Kxn  0,1,0 و n   عندئذٍ  تكون nx    لـمتقاربة بقوة نحو نقطة ثابتةT.  

 (:3نظرية ) 7   ليكنX   فضاء باناخ ولتكنK مجموعة جزئية منX  غير خالية و مغمقة ومحدبة وليكن
KKT : ( 7مؤثراً يحقق الشرط )ولتكن   nx      متتاليةIshikawa  وKx 0    و n   و n  

 مع     ]1,0(متتاليتين عدديتين من    n      عندئذٍ  تكون nx  بقوة نحو نقطة ثابتة لـ متقاربةT                                                                                     . 
  Bosedeولدينا العديد من الباحثين الذين حصموا عمى نتائج جيدة لمتتاليات وتطبيقات جديدة . أنظر مثلا  

 ومراجعو .  [8]
 يحقق الشرط: أنو فيبرىن بسيولة Zشروط التطبيق  Tإذا حقق( : ة1ملاحظة )

)8(2 TxxyxTyTx   
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حيث :  











c

c

b

b
a

1
,

1
,max  وcba ، وبالتالي التطبيق  Zىي الثوابت المستخدمة في  ,,

 .  Z( أعم من التطبيق 7المعرف بالشرط )
غير خالية و محدبة ومغمقة   يسمى Xمجموعة جزئية من Kفضاء باناخ ولتكن  Xليكن   ( :1تعريف )

KKTالتطبيق      :    لاتمددي معمم 9   : إذا حقق الشرط 
    )9(TxyTyxcTyyTxxbyxaTyTx  

Kyxوذلك ميما   يكن   ,    0و,, cba 122مع  cba 
 مؤخراً العديد من الباحثين لمعرفة العلاقة بين تقاربيما فكان Ishikawaو   Mannدفع التشابو بين متتاليتي 

Rhoades , Soltuz     التكافؤ بينيما وال من درسائأو  من 10  ىذا المجال منذ ذلك الوقت  وتتالت الأبحاث في
... مولدة بتطبيقات ليا ميزات Picard    ،Noorلتشمل متتاليات أخرى مثل  دائرة التكافؤحتى الآن، إذ اتسعت 

ARIF RAFIQ    نظر مثلًا      اوخصائص مختمفة في التقميص  11  و 
     EFAN  ,  M.SOLTUZ ST     12                                                                                                                                                                                                 

مقمصاً ضعيفاً ثم نمدد ذلك إلى التطبيق  Tتكافؤ بين المتتاليات السابقة عندما يكونفيما  يمي  سنبرىن ال
. ونقترح صيغة جديدة لمتطبيق اللاتمددي a , b , c اللاتمددي المعمم  بعد وضع شروط  محددة عمى وسطائو  
 ذه الصيغة أيضاً .المعمم، ونستنتج أن التكافؤ بين ىذه المتتاليات يتحقق عند ى

  
 :أىمية البحث وأىدافو

( المولدة بتطبيقات تحقق Noorو Ishikawa   وMann تيدف ىذه المقالة لإثبات التكافؤ بين المتتاليات )
دة عمى بعد وضع شروط محد T( واستنتاج أن التكافؤ يبقى محققاً عند استخدام التطبيق الّلاتمددي المعمم 7الشرط )

 .وسطائو  
 

 :طرائق البحث ومواده
تم استخدام نظريات ونتائج  معروفة في مجال النقط  الثابتة  واعتمدت  الطريقة التحميمية لإثبات التكافؤ بين 

 المتتاليات المفروضة 
 

 :تمييد
 لإثبات التكافؤ بين المتتاليات المذكورة أعلاه سنحتاج لمتمييدية الآتية :

 : (1تمييدية ) 13    لتكنn  : متتالية من الأعداد الحقيقية الموجبة  بحيث 
nnnn   )1(1 

            10  n،    n     ،)(0 nn   : ٍعندئذ 

0lim 


n
n

 
وذلك وفقاً لمشروط المبينة    Tتتقارب بقوة نحو نقطة ثابتة لمتطبيق    Noorفيما يمي سنبرىن أن متتالية   

 في النظرية الآتية 
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غير خالية و مغمقة ، محدبة  وليكن   Xمجموعة جزئية من  K فضاء باناخ  و X( : ليكن 4نظرية )
KKT : (  ولتكن  7يحقق الشرط )  اً تطبيق nx     متتاليةNoor    : بحيث 

              n     0وlim 


n
n

      10و  n 
عندئذٍ    nx متقاربة بقوة نحو النقطة الثابتة لـT  . 

سنبرىن أن    TFpالبرىان :   لتكن  nx    متقاربة نحوp  
 لدينا : 

)10()1()1()1(1 pTypxpTyxpx nnnnnnnnnnn   
 فنجد :   pبـ xو  nyبـ  y     (7نعوض في   )

)11(.)pypTy nn   
 لكن :  

)12(.)1()1(

)1()1(

pzpxpTzpx

pTzxpy

nnnnnnnn

nnnnnnn








 

 كذلك : 

)31(.)1()1(

)1()1(

pxpxpTxpx

pTxxpz

nnnnnnnn

nnnnnnn








 

 ( نجد  : 13( ، )   12(، ) 11( ،) 10من  )   
 

  .)))))1(1(1(1(1(11 pxpx nnnnn   

1)1)1)1)1)1(((((1)1(            لكن :         nnnn    
 إذاً :

     

  0)1(1.....................

)1(1)1(1)1(1

0

)1(

0

1

111














 pxepx

pxpxpx

k

kn

k

k

nnnnnn







 

pxpx              ومنو  :        nn  0 
TFppولإثبات وحدانية النقطة الثابتة نفرض  21,  21بحيث PP   ٍعندئذ: 

0)1( 212121

21112121





pppppp

pPTPPLppTpTp




 

021ومنو          pp        21وىذا تناقض لأن pp  
 

 النتائج والمناقشة:
  غير خالية ومغمقة ومحدبةXمجموعة جزئية من Kفضاء باناخ  و X(: بفرض 6نظرية )

KKTوليكن : ( عندئذٍ من أجل  7يحقق الشرط ) اً تطبيقKux   :   يتكافأ كل مما يمي 00
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  pتتقارب نحو   Mann  متتالية  -1 
  pتتقارب نحو   Ishikawaمتتالية    -2
 pتتقارب نحو   Noorمتتالية     -3

 البرىان :
لتكن  nu متتالية Mann  ولنفرض أنيا متقاربة نحو النقطة الثابتةp  لمتطبيقT  0أي pun  

Noor   سنبرىن أن متتالية       nxمتقاربة نحوp . ًأيضا 
 لدينا :



 

nnnnnn

nnnnnnnnnn

TuTyux

TyuTyxux





)1(

)1()1(11 

 
)41()1( nnnnnnnnn TuuLuyux   

nnنحسب             uy  : فنجد 







nnnnnnnnnnnn

nnnnnnnnn

nnnnnnnn

TuuTuuLuzux

TuuTuTzux

uTzuxuy







)1(

)1(

)1(

 

)15(.)1()1( nnnnnnnnn TuuLuzux   
 وكذلك  :

)16(.)1()1(

)1(

)1(

nnnnnnnnn

nnnnnnnnn

nnnnnnnn

TuuLuxux

uTuTuTxux

uTxuxuz













 

 ( نجد أن :16(،)15( ،) 14باستخدام   )
 

  .))1)(1(

)))))1(1(1(1(1(111

nnnnn

nnnnnnn

TuuLL

uxux



 




 

 بملاحظة أن  :  
  )1(1))))1(1(1(1(1(1   nnnn 

 وبفرض :     
nnn ux         1(و(   nn                                                                                

  nnnnnn TuuLL  ))1)(1(  
 نحصل عمى :    

nnnn   )1(1 
 لكن :   

0)1(  puTuppuTuu nnnnn  
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ضافة إلى ذلك :    0)(,,)1,0(وا    n

n

nnn     : 0ومنوn 

0                   وبالتالي  :       nn ux      
 ومن ذلك ينتج :   

0 puuxpx nnnn 
 ن :  إأي  TFpمتقاربة نحو النقطة الثابتة       Noorلعكس نفرض أن متتالية با 

       0 pxn                :0ولنبرىن أن pun   
     لدينا   :                                                                        

.)1(

)1(

)1()1(11

nnnnnnnnn

nnnnnn

nnnnnnnnnn

TyyLuyux

TuTyux

TuuTyxux





 







 

 لكن :







nnnnnnnnnnnnnn

nnnnnnnnn

nnnnnnnnnnnnnnn

uTxxzTzux

uzzTzux

uTzuxuTzxuy

)1()1()1(

)1(

)1()1()1(







 





nnnnnnnnnnnnnnn

nnnnnnnnnnnnnn

uxxTxzTzux

uTxuxzTzux





)1(

)1()1(
 

.nnnnnnnnn xTxzTzux   
 

)71(.

)1(111

nnnnnnnn

nnnnnnnnn

TyyLxTx

zTzuxux



 




 

 أيضاً :  
.)1( pxpxpxpxpTxxTx nnnnnnn   

 كذلك :  

 
.))1(1)(1(

)1()1(

)1(

px

pxpx

pypypTyyTy

nn

nnnn

nnnnn













 

 أيضاً : 

 
.))1(1)(1(

)1()1(

)1()1(

px

pTxpx

pzpzpzpTzzTz

nn

nnnn

nnnnnn













 

                                                                                                نو نستنتج أن : وم



 

pxLpx

pxuxux

nnnnnnn

nnnnnnnnn

))1(1)(1()1(

))1(1)(1()1(1(11
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  pxLux nnnnnnnnnn  ))1(1())1(1()1())1(1(    
 بفرض   :    

                                                                                 )1(   nn               
     و                   pxL nnnnnnnn  ))1(1())1(1()1(  

,)1,0(يكون :          n

n

n      0)(و nn   

0( ينتج أن:                   1واستناداً إلى التمييدية )    nn ux     
        :وبالتالي  

0 pxxupu nnnn 
0ومنو  :                                 pun      

 نستفيد مما سبق عمى النحو :   Mannو  Ishikawa  لٍا ثبات التكافؤ بين  
,Noor   0إذا وضعنا في متتالية     nnn xz    نحصل عمى متتالية Ishikawa    

nnnnn

nnnnn

Txxy

Tyxx









)1(

)1(1 

 
Mann   فإذا كانت متتالية      nu   متقاربة نحوp : عندئذٍ نجد 
 

 

  nnnn

nnnnnn

TuuLL

uxux



 

)1(

)))1(1(1(111




 

0           :( نستنتج أن 1واستناداً  لمتمييدية )    nn ux 
 ومنو : 

0 puuxpx nnnn 
Ishikawa   ن أن متتالية   نفرض الآ nxمتقاربة  نحوp . 

 فنجد أن  :    0nونضع   nxبـ   nz( كل       17نستبدل في العلاقة ) 
  .)1(111 nnnnnnnnnnnn TyyLxTxuxux    

 : لكن
.0,0  nnnn TyyTxx 

  إ ذ ا  وضعنا :      
)1(   nn 

nnnnnnnn TyyLTxx   
 عندئذٍ                                               

)(0,,)1,0( nn

n

nn    

0                :(   نستنتج   1وحسب التمييدية )  nn ux 
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    ومنو :
0 pxxupu nnnn 

 . pنحو  متكافئة في تقاربياوبالتالي المتتاليات كافة 
 : ( 1ملاحظة )

cba  عند تعريف التطبيق اللاتمددي المعمم اشترطنا عمى وسطائو 122أن تحقق مايمي   ,,  cba 
122ضنا    فر ؤ بين المتتاليات السابقة إذا فيما يمي سنستفيد مما سبق لإثبات التكاف cba    عمماً أن ذلك

 الشروط  :  سيفرض عمى الوسطاء أن  تحقق
  )

2

1
,0[, cb      10و  a   :  ومنو 

 : ( 1)  نتيجة  
KKTومحدبة ومغمقة وليكن  Xمجموعة جزئية غيرخالية من Kفضاء باناخ و  Xليكن   :  تطبيق

 لاتمددي معمم   بحيث أن:
   TxyTyxcTyyTxxbTyTx  

122  cb     و)
2

1
,0[, cb 

 متكافئة .   (Mann) ،Ishikawa  ،Noorعندئذٍ المتتاليات               
 (7ليتم المطموب يكفي أن نبرىن أن التطبيق الجديد يحقق الشرط )البرىان :  

   TxyTyxcTyyTxxbTyTx  
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               نفرض:        
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cbcb         لكن            10ومنو          1          0L 
TxxLyxTyTx   

 ( ينتج أن المتتاليات السابقة المولدة بيذا التطبيق متكافئة .6واستناداً لمنظرية )
  : (2)  نتيجة

                          ومحدبة ومغمقة وليكن         Xخالية من مجموعة جزئية غير Kفضاء باناخ و Xليكن  
       KKSS n   تطبيق معرف كمايمي:    :

   SxySyxncSyySxxnbSySx  

(          مع الشروط  :      
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,0[,,122

n
cbncnb   
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 (  متكافئة .Mann ،Ishikawa  ،Noor)عندئذٍ  المتتاليات     
 ( لأن.7يحقق الشرط ) Sالبرىان : التطبيق 
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بفرض                   
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ncnbncnbمن الواضح أن       010إذاً        1  L   ومنو 
SxxLyxSySx   

KKSS( المولدة بالتطبيق Mann ،Ishikawa  ،Noorوبالتالي  ) n  ىي متتاليات متكافئة،  :
 S(ىو حالة  خاصة  لمتطبيق 1بالشروط الواردة بالنتيجة )المقيد  Tالمعممأضف إلى ذلك فإن التطبيق اللاتمددي 

  Tمع Sيتطابق  1nلأنو من أجل 
 ( :3) نتيجة  
KKTومحدبة ومغمقة وليكن  Xجزئية غيرخالية من مجموعة Kفضاء باناخ و  Xليكن   : اً تطبيق 
 تحقق وسطاؤه مايمي: اً معمم اً لاتمددي

122  cba     و)
2

1
,0[,,10  cba 

 متكافئة .   (Mann) ،Ishikawa  ،Noorعندئذٍ المتتاليات               
 ( نجد :1سموب مماثل لمنتيجة )ن : بارىاالب  
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نفرض :          
cb

cba

cb

cb
L











1
,

1

)(2
   10ومنو    0وL    

TxxLyxTyTxإذاً :                           
 تاليات المولدة بيذا التطبيق متكافئة أيضاً.وبالتالي المت   
  :(4)  نتيجة  
ومحدبة ومغمقة وليكن     Xخالية من مجموعة جزئية غير Kفضاء باناخ و  Xليكن  

KKSS mnk   يمي: كما اً معرف اً تطبيق  ,,:
   SxySyxmcSyySxxnbyxkaSySx  



 متيمج                                                      التقميصلمتطبيقات ضعيفة  ,Mann Ishikawa, Noorالتكافؤ بين المتتاليات 

21 

 مع الشروط  :  

)
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amcnbka   

 (  متكافئة .Mann ،Ishikawa  ،Noorعندئذٍ  المتتاليات  )   
 لأن : )7(يحقق الشرط  Sالبرىان : التطبيق الجديد 
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 نفرض:
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mcnbmcnbka   :من الواضح أن   010ومنو        1  L   
SxxLyxSySx               :عندئذٍ         

KKS( المولدة بالتطبيق Mann ،Ishikawa  ،Noorوبالتالي المتتاليات ) :  حيثXK  
 مغمقة ، محدبة  من فضاء باناخ  ىي متتاليات متكافئة ، أضف إلى ذلك فإن التطبيق

     T  أعلاه ىو حالة خاصة لمتطبيقS  1,1,1لأنو من أجل  kmn  يتطابقS معT  و يمكن
 .Tتطبيقاً محسناً لـ  Sبالتالي اعتبار 

 ( 8من الجدير بالذكر أن التطبيق اللاتمددي المعمم وبالأشكال التي صيغ  فييا كافة يحقق الشرط )
ففي النتيجة الرابعة عمى سبيل المثال نفرض أن    

mcnb

mcnb
L






1
  

SxxLyxSySxومنو                                   2 
    إذاً :         Lلكن         

SxxyxSySx   2 
 

 :والتوصيات الاستنتاجات
ذات التقميص  تم إثبات أن المتتاليات المدروسة أعلاه ىي متتاليات متكافئة من أجل صنف معّين من التطبيقات

الضعيف والمعرّفة عمى مجموعات محددة من فضاءات باناخ وتم استنتاج أن التكافؤ يتحقق أيضاً من أجل تطبيقات 
أخرى ضعيفة التقميص ومقيدة بشروط مناسبة، ويمكن لاحقاً البحث في إمكانية تكافؤ ىذه المتتاليات مع متتاليات أخرى 

 إجراء تعديل مناسب عمييا أو عمى حدود ىذه المتتاليات .ضمن الشروط المستخدمة ذاتيا أو بعد 
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