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  ABSTRACT    

 

The objective of this research is a metric study of conditional saddle points of 

convex - concave functions, not necessarily convex - concave without the use of 

optimization conditions. Dissemination of some of the results related to the minimizer 

local points for the functions are not necessarily convex using  to the concept of 

epigraphical  distance  of Hausdorff . 
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 مقدمة: 
min)(التحميل فوق البياني أىمية كبيرة في دراسة مسائل القيم الدنيا يشغل problemsimization  لدوال
max)(العميافي دراسة مسائل القيم  لتحميل تحت البياني أىميةا يشغلوكما  بمتحول واحد problemsimization. 

العميا /البياني ليشمل كلا التحميمين السابقين ويعالج مسائل القيم الدنيا  –تحت  /ومن ثم ظير التحميل فوق 
)max(min problemsimizationimization يسمى مسائل النقاط السرجية أو ما)int( sposaddle 

, وىنا تظير صعوبات أساسية في دراسة مسائل النقاط السرجية وذلك لفقدان التقريب اليندسي المتاح لدوال بمتحولين
لابد من العمل عمى الدوال في مسائل القيم الدنيا ومسائل القيم العميا ومن أجل التغمب عمى ىذه الصعوبات كان 

ىما تدخل ضمن التحميل فوق البياني احدإة المقعرة وتحويل المسألة إلى مسألتين القرينوالدوال ة المحدبة القرين
يوجد دوما حمول لمسائل الأمثميات فكان لابد من  لا كما نعمم أنووالأخرى تدخل ضمن التحميل تحت البياني . و 

 .  [13, 2] المثال الذي استخدم ودرس من قبل رياضيين كثر نذكر عمى سبيلالاىتمام بمفيوم الحمول المشروطة 
لأن معظم الدراسات المتعمقة بحمول  مسائل النقاط السرجية من وجية نظر متريةسندرس في ىذا البحث 

أتوش  بإيجاد وتقارب الحمول , فقد عرف المسائل المثمى كانت تعتمد عمى مفاىيم تبولوجية وخاصة فيما يتعمق
وقد تم تعريف مفيوم متري آخر من قبل أتوش .  [3](  مورو يوشيداوويتس مسافة تعتمد عمى الدوال المنظمة ) دالة 

 .  [2] سمي بمفيوم مسافة ىاوسدورف الموضوعية الذي يعتمد عمى مفيوم فوق البيان لمدالة أيضاً وويتس 
 

 أىمية البحث وأىدافو:
  ليست بالضرورةبمتغيرين ستقرارية النقاط السرجية المشروطة لدوال مترية لا ييدف البحث إلى دراسة

 .لخطية تطبيقية في مجال البرمجة البحث أىمية , ويممك ىذا ا مثمياتلأدون استخدام شروط امقعرة -محدبة
 

  :ردهطرائق البحث وموا
البياني   -تحت التحميل فوق/تعتمد ىذه الدراسة عمى بعض المفاىيم والتعاريف الأساسية المعتمدة في مجال 

العديد من الباحثين في أعمال  اهتبنالذي  فوق البيانية  - ىاوسدورف -مفيوم مسافة  واستخدمنا في دراستنا ىذه
 .  2,7,8,9 ]    [  مختمفة

 : تعاريف ومفاىيم أساسية -1
 . [ 7,8,9 ]نبدأ بتذكرة بعض تعاريف ومفاىيم التحميل المحدب 

ليكن , .X فضاءً خطياً منظماً وليكن , .X 


بين عناصر فضاءه الثنوي وسنرمز لشكل الثنا الخطية 

X الفضائيين  وX ب  .,. . 

f:لتكن  X R دالة معرفة عمىX  وتأخذ قيميا في


R. 
  ف  فوق البيان يعر(epi-graph)  لمدالةf   ويرمز لو بـfepi   بالعلاقة : 

   )(/),( xfRXxfepi 
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 ل إن الدالةيقاf محدبة إذا كانت fepi  مجموعة محدبة فيRX   إن يقالوf مقعرة إذا كانت
)( f . محدبة  

 ل إن يقاf إذا كانت  نصف مستمرة من الأدنى دالةfepi  ن دالة خاصة  fمجموعة مغمقة وا 
(proper) إذا كانتfepi  : مجموعة غير خالية أو إذا كان المجال الفعمي 

 / ( )dom f x X f x      
 الدالة المرافقة  تعرف*** : YXf   لمدالةf : بالعلاقة 

 Xxxfxxxf  );(,sup)( *** 
 محدبة أم لم تكن . fمحدبة سواء كانت  f*إن الدالة 

  بنرمز ( )X  المعرفة عمىالمحدبة نصف المستمرة من الأدنى والخاصة لمجموعة الدوالX  وتأخذ

Rفي  يمياق


.  
 مجموعة النقاط الأصغرية   تعرفfminarg  لمدالةf :بالشكل التالي 

 )(inf)(:minarg xfxfXxf
Xx

 
 عن ل يقاfx نيا نقطة أصغرية محمية لمدالة إf : إذا تحقق الشرط التالي 

)1(),(,)()( ff xBxxfxf  
),(حيث  fxB  ىي الكرة المغمقة التي مركزىاfx  ونصف قطرىا . 

 ل عن يقا  RR: شرطية إذا تحقق الشرط التالي :نيا دالة إ 
)2(00)(  nn tt 

 ل عن يقاfx نيا  إ -  نقطة أصغرية محمية إذا وجد  0دالة شرطية  و بحيث:   
)3(),()()()(  fff xBxxxxfxf  

 ل عن النقطة يقاfx نيا نقطة عظمى محمية لمدالة إf  : إذا تحقق الشرط التالي 
)4(),()()( ff xBxxfxf  

 ل عن يقاfx نيا إ-  نقطة عظمى محمية لمدالةf : إذا تحقق الشرط  التالي 
)5(),()()()(  fff xBxxxxfxf  

  من أجل الدالةRXf :  يرمز لدالة تقريب يوشيدا بالرمزf  0حيث  وتعرف بالعلاقة
 التالية :












p

Xu
ux

p
ufxf




1
)(inf)(

 
 دالة مورويوشيدا . f, تدعى  2pمن أجل 

دالة وايزمين  ويرمز ليا بالرمز  f, تدعى  1pمن أجل و   )(xf  :  أي أن 












uxufxf
Xu 



1
)(inf)(][ 
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  توفسكي :اتقارب كور مفيوم   
لتكن  NnCCn ;,  متتالية من المجموعات الجزئية فيX  ن , يقال إNnnC )(  تتقارب منC  وفق

Kونرمز لذلك بالرمز توفسكيامفيوم كور 

nC C   إذا كان: 
nnnn CCC inflimsuplim   

        حيث :
        

 
 

lim inf : : ( ) ; ;

lim sup : : ( ) ; ( ) , ; ;
k

n n n n N n n n n

n n k k N k k N k n k k

C x X x x C x x

C x X n x k N x C x x











 

     

        

 

 ل عن المتتالية : يقا تقارب فوق البيانمفيوم الNnnf )( نيا متقاربة وفق مفيوم فوق البيان نحو إf

ونرمز لذلك بالرمز 
epi

n n
f f  المجموعات  متتالية إذا وفقط إذا كانتNnnepif )(  متقاربة وفق مفيوم

 : إذا كانأي  epifالمجموعة توفسكي نحو ار كو 
k

nepif epif 
RYXLلتكن  :   دالة معرفة عمىYX  وتأخذ قيميا في R . 

 ل عن الدالة يقاL محدبة بالنسبة لممتحول الأول ومقعرة بالنسبة لممتحول مقعرة إذا كانت  -نيا محدبة إ
 الثاني  .
 عرف الدالة الحدية العميا تM )arg( functioninalmupper لمدالةL  بالعلاقة التالية:

)6(:;),(sup)( RXMyxLxM
Yy




 

 عرف الدالة الحدية الدنيا تm )( functionmaginallower  لمدالةL : بالعلاقة التالية 
)7(:;),(inf)( RYmyxLym

Xx



 

 
 النقطة يقال بأن),( yx  نقطة سرجية (saddle point )   لمدالةL : إذا حققت الشرط التالي 

( , ) ( , ) ( , ) ; ( , )L x y L x y L x y x y X Y     
 :وىو مكافئ لمشرط      

( ) ( ) (8)M x m y 
 مجموعة النقاط السرجية  عرف ت)maxmin(arg L  لمدالةL   بالعلاقة: 

  )9(),(),(),(),(:),(maxminarg YXyxyxLyxLyxLYXyxL 

 
 ة المحدبةالدالة القرينعرف ت ( )parent convex F  لمدالةL : بالعلاقة  

RYXF  : 
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  )10(,),(sup),(  



 yyyxLyxF
Yy

 
 ة المقعرة عرف الدالة القرينت)( concaveparent G  لمدالةL  بالعلاقة :حيث 

RYXG : 
  )11(,),(inf),(  



 xxyxLyxG
Xx

 
 ل عن الدالة يقاL نيا مغمقة إذا كان إ  GFGF حيث  , FG ىما الدالتان المرافقتان   ,
 عمى الترتيب . ,FGلمدالتين 
 ل عن يقا( , )L Lx y نيا إ- لمدالة نقطة سرجية شرطيةL حققتإذا  الأول بالنسبة إلى المتحول 

    :الشرط
)12(),(),(;),(),()(),( LLLLLLL yxByxyxLyxLxxyxL  

)ل عن يقا , )L Lx y نياإ- لمدالة نقطة سرجية شرطيةL الشرط نسبة إلى المتحول الثاني إذا تحققبال:  
)13(),(),(;)(),(),(),( LLLLLLL yxByxyyyxLyxLyxL  

)ل عن يقا , )L Lx y نيا إ , - لمدالة نقطة سرجية شرطيةL الشرط : إذا تحقق 
)14(),(),(;)(),(),()(),( LLLLLLLL yxByxyyyxLyxLxxyxL  

 :  ] 8,2 [  ( Xىاوسدورف عمى  -ىاوسدورف :  )مسافة  -مسافة 
 Xفي  C. من أجل كل مجموعة جزئية  Xالمعرف عمى  .دالة المسافة المولدة بالنظيم  dلتكن 

 بالعلاقة :                                                                               Cوبين المجموعة  xعرف المسافة بين العنصر ت
 CyyxInfCxd  )),( تكون C,    )إذا كانت  ,   ),(:, Cxd                                                                                                       

في  C, ولكل  التي مركزىا الصفر ونصف قطرىا Xلمكرة المغمقة في  B, نرمز بـ 0من أجل كل 
X                       : نعرفBCC  : 

)(عرف مدى )تجاوز( ىاوسدورف, ي Xفي   Dو Cمن أجل أي مجموعتين  HaussdorofLexce  لـ
C  عمىD :  بالعلاقة 

 CxDxdDCe  );,(sup:),(        باعتبار(     ,0e    إذا كانتC ) 
 عرف ت-   مسافة ىاوسدورف بين المجموعتينC  وD  : بالعلاقة 
 

 ),(),,(),( CDeDCeSupCDhaus   
 ل عن متتالية من المجموعات يقاNnnD )(  إنيا متقاربة نحو المجموعةD  فيX  بالنسبة لمسافة- 

          ىاوسدورف إذا وفقط إذا كان :
 

0,0),(lim 


 DDhaus n
n

 

xىاوسدورف عمى  -مسافة 

R : 
xمن  gو  fىاوسدورف بين الدالتين  -عرف مسافة ت 

R   : بالعلاقة 
)15(0);,(:),(   epigepifhausgfh 

RXمجموعتان جزئيتان في epif ,epigحيث   ويعرفB فيRX  : بالعلاقة 
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 ( , ) : ;X RB x X R x          

 ل عن متتالية من الدوال يقاNnnf )(نيا متقاربة نحو الدالة إf  فيx

Rبالنسبة لمسافة-  ىاوسدورف
lim),(0;0  إذا وفقط إذا كان : 



 ffh n
n                  

 

فوق البياني وتبناه العديد من الرياضيين في دراسات مختمفة ونذكر منيم  -مي ىذا المفيوم بمسافة  س
[2,3,7,8 ,9 ,16 ] . 

 :  [8] 1.1 مبرىنة
)لتكن  )if X    و( 1,2)i  0عندئذ من أجل كل  لدينا     : 

1 2 1 2 1 2( ) ( , ) ( , ) ( ) ( , )h f f h f f h f f        
)حيث كل من  )   و( )  ثابت يتعمق بـ . 

دالة  ifوالمبرىنة صحيحة من أجل دوال مقعرة ونصف مستمرة من الأعمى وخاصة باعتبار إنو إذا كانت
 ( تكون دالة محدبة . -ifمقعرة فإن   )

YXىاوسدورف عمى  -مسافة 

R
 [2,16 ] : 

ت
YXمن  ,KLمسافة ىاوسدورف بين الدالتين  - عرف 

R
 : بالعلاقة 

 عمى الترتيب . Kو L الدالتان القرينتان المحدبتان لمدالتين ىما  KFو LFحيث 
 المقعرة . -المسافة أىمية كبرى في دراسة استقرارية النقاط السرجية لمدوال المحدبةوكان ليذه 

NnnLل عن متتالية من الدوال ويقا )(  إنيا متقاربة نحو الدالةL  فيYX

R
 بالنسبة لمسافة 

 -  0;0       وفقط إذا كان :ىاوسدورف  إذا),(lim 


 LLH n
n

 

ولقد كان لاستخدام الدوال الحدية العميا والدنيا في حل بعض مسائل النقاط السرجية أىمية في إعطاء تعريف 
  مقعرة بالعلاقة الآتية : -ليست بالضرورة محدبة دوال عمى صفوف Hىاوسدورف   -آخر لمسافة 

)17(),(),(),( 2121

~

mmhMMhKLH   
1212حيث  ,),( MMmm  ىي الدوال الحدية العميا )الدنيا( لكل منLوK. عمى الترتيب 

NnnLوفي ىذه الحالة تكون المتتالية  )(  متقاربة نحو الدالةL : إذا وفقط إذا كان 

0;0),(lim
~




 LLH n
n

 

 
 :النتائج والمناقشة

 المقعرة : -حالة الدوال المحدبة 
 :         2.1مبرىنة 
RYXKLلتكن  :,ولتكن  نين مغمقتيمقعرت  –ن يحدبتين مدالتLK FF التين الد ,

)ولتكن  عمى الترتيب.KوLلمدالتين نالمحدبتين القرينتي , )L Lx y- ة بالنسبة إلى المتحول نقطة سرجية شرطي
 ن :أي إ الأول

)16(),(:),( KL FFhKLH  
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  ),(),(;),(),()(),( LLLLLLL yxByxyxLyxLxxyxL   
),(ولتكن  KK yx  نقطة سرجية لمدالةK ن : أي إ 

YXyxyxKyxKyxK KKKK  ),(;),(),(),( 
 :عندئذ من أجل كل 

                                                )0(.,)0(.,,sup3 KLKL FFxx  
 :يكون 

                                                 ))0(.,),0(.,(4)(1 KLKL FFhxx   
 البرىان :

ة المحدبة القرين الةحسب تعريف الد
LF :  المعرفة بالعلاقة 

 

:

( , ) sup ( , ) ,

L

L
y Y

F X Y R

F x y L x y y y



 



 

   
 

 : ومنو
                                        ),(),(sup)0,( L

Yy
L yxLyxLxF 



 

)(ومن أجل كل  LxBx   يكون لدينا: 

)18()()0,(

)(),()0,(

LLL

LLLL

xxxF

xxyxLxF







 

ة المحدبة القرين حسب تعريف الدالة, من جية أخرى 
KF : لدينا 

)(),(),(

),(sup)0,(

KKKK

Yy
K

xBxyxKyxK

yxKxF




                 

 :ومنو 
)19()0,()0,( KKK xFxF     

 :نحصل عمى   ]  2 [في  لـ أتوش وويتس   4.1نظرية الوبتطبيق 

  ))0(.,),0(.,(4)(1 KLKL FFhxx   .   وىو المطموب .  
 : 2.2مبرىنة 
RYXKLلتكن  :,ن ولتكن ين مغمقتيمقعرت  –ن تين محدبيدالتLK FF ين المحدبتين الدالت ,

)ولتكن   عمى الترتيب. KوLن لمدالتين القرينتي , )L Lx y- المتحول  نقطة سرجية شرطية بالنسبة إلى
 الثاني أي أن :

                              
),(),()(),(),(),( LLLLLLL yxByxyyyxLyxLyxL   

),(ولتكن   KK yx  نقطة سرجية لمدالةK ن : أي إ 
YXyxyxKyxKyxK KKKK  ),(;),(),(),(    
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                      عندئذ من أجل ,.)0(,.),0(,,sup3  KLKL FFyy                                                         
                     لدينا :   يكون   ,.))0(,.),0((4)(1

 KLKL FFhyy  
 البرىان : 

 :( , لدينا11في ) المعرفة LGة المقعرة القرين ةالحسب تعريف الد
),(),(inf),0( yxLyxLyG L

Xx
L 


 

)(ومن أجل كل  LyBy   يكون لدينا: 

)20()(),0(),0(

)(),(),0(

LLL

LLLL

yyyLyG

yyyxLyG







 

 : منوو 
)21()(),0(),0( LLLL yyyGyG   

      مقعرة  ومغمقة فإن : –دالة محدبة  Lوبما إن الدالة  
)22( FG 

 ( نحصل عمى :21العلاقة )( في 22بتعويض )
)23()()(),0(),0( LLLLL yByyyyFyF      

 :ومن جية أخرى 
 ( , ) inf ( , ) ,

(0, ) inf ( , ) ( , ) ( , )

(0, ) (0, ) (24)

K
x X

K K K K
x X

K K K

G x y K x y x x

G y K x y K x y K x y

G y G y

 





   

  



 

 : ومنو
)25(),0(),0( KKK yGyG 

  
 ( نحصل عمى : 25( في العلاقة )22بتعويض )

 )26(),0(),0( KKK yFyF   
 

 :نحصل عمى  ] 2 [في  لـ أتوش وويتس  4.1نظرية الوبتطبيق 

  ,.))0(,.),0((4)(1

 KLKL FFhyy  وىو المطموب. .  
 : 3.2مبرىنة 
RYXKLلتكن  :,ولتكن  ,نين مغمقتيمقعرت  –ن ين محدبتيدالتLK FF  نتين المحدبالتيالد ,

.  ولتكن عمى الترتيب KوLن لمدالتينتيالقرين , ( , )L Lx y- لمدالة نقطة سرجية  شرطيةL أي إن: 
 ( , ) ( , ) ( , ) ( ) ; ( , ) ( , )L L L L L L L LL x y x x L x y L x y y y x y B x y        

),(ولتكن  KK yx  نقطة سرجية لمدالةK ن : أي إ 
YXyxyxKyxKyxK KKKK  ),(;),(),(),(  
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 :كل   عندئذ من أجل   
 1 3sup , (.,0) (.,0)L K L Kx x F F    

 2 3sup , (0,.) (0,.)L K L Ky y F F     
 يكون لدينا : 

 

  )28())0(.,),0(.,(4)(

)27())0(.,),0(.,(4)(

2

1

1

1





KLKL

KLKL

FFhyy

FFhxx








 

 
  البرىان :

 . وىو المطموب.  السابقتين  2.2و المبرىنة   2.1مباشرة من المبرىنة ينتج البرىان
 :  4.2مبرىنة 

 بحيث يكون      0و 0لنفرض وجود   ,   2.3إضافة لشروط المبرىنة 
    )29(0)( 2


  

  yFB LYX
 

         : حيث   ( , ) : ( , )L LF x y X Y F x y B


         
عندئذ من أجل كل    :لدينا  2

 

  ),()(4)(

),()(4)(

2

1

221

111





KLKL

KLKL

FFhCyy

FFhCxx








 

1
2

22
1

11 )29(
2

)(,
2

)(














 CC 

 و  ثوابت تتعمق بـ 1,2حيث 
 ة والدوال الحدية نستطيع أن نكتب :من تعريف الدوال القرين       البرىان:

)31(),)((),0(

)30(),)(()0,(

yxGyG

yxFxF

D

D











                                    

     حيث    0:),(,0:),(   xYXyxDyYXyxD 
C  تدل عمى الدالة المشيرة لممجموعةC (0C   عندماx C و C   عندماx C  ) 

 : نحصل عمى   [7]في(  3.9نة )وتطبيق المبرى   (29)حسب وبالتالي
)),(),()((),(

11
11 DDKLDKDL hFFhCFFh                                                  

),(0وبما أن      
1

DDh    فإن : 
),()(),(

1
11 KLDKDL FFhCFFh     

     :  (30)  حسب  ومنو
)32(),()())0(.,),0(.,(

1
11 KLKL FFhausCFFh   

 أن وبنفس الطريقة يتم برىان 
)33(),()(,.))0(,.),0((

2
22

  KLKL FFhCFFh   
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  :   نحصل عمى 28)( و )27) بالتعويض في
 

  ),()(4)(

)34(

),()(4)(

2

1

221

111





KLKL

KLKL

FFhCyy

FFhCxx









 

)(,)(حيث  2211  CC  وىو المطموب . )29(1ثوابت معرفة في  
  :  2.5مبرىنة 
بفرض   : التان محدبتان ومستمرتان وتحققان العلاقتين التاليتيند ,

)35(1)(,1)( //   KLKL xxyy  
//حيث  ,   المشتقتان من اليمين لمدالتين  LKولنفرض أن  ,عمى الترتيب  , FF يحققان شروط  ,

: ( عندئذ نحصل(4 .2المبرىنة 
 

 
),()(4)(),(),( 11 KLHCyxyx KKLL    

             حيث : )(,)(max)( 2211  CCC      , 21,max   
 البرىان :

عمى الدوال المحدبة المستمرة   [ 14] أريوتي  في -بيق نتيجة ىيرياتي  بتط( و 35حسب الفرض ) , 
 : نحصل عمى

 

 

)36(
)()(

)()(

1

1











KLKL

KLKL

yyyy

xxxx




 

 ( نحصل عمى :34( في )36بتعويض )

)38(),()(4)(

)37(),()(4)(

2

1

22

11





KLKL

KLKL

FFhCyy

FFhCxx








                                    

 : منوو   
 
 

 نحصل( 1.1حسب المبرىنة )
  :عمى

 
ا

لآن 
نأخذ 

111        ,   )(,)(max)( 2211  CCC      , 21,max   
 صل عمى :( نح40( و )39وبجمع العلاقتين )

)),()(4(2),(),( 1

KLKKLL FFHCyxyx   . وىو المطموب .  
 

),()(4)(

),()(4)(

2

1

22

1

11

1









KLKL

KLKL

FFhCyy

FFhCxx









)40(),()(4)(

)39(),()(4)(

2

1

22

1

11

1

KLKL

KLKL

FFhCyy

FFhCxx
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 : حالة خاصة
  التان الشرطيتان(إذا كانت الد1  :   معطاتين بالعلاقتين  ,

                                               rrrr 12 )(,)(       
1,2حيث    ن الدالة إيقال  , ان موجبانحقيقي ابتانثL  طة مخروطياً   .و ر مش 

الدالتان الشرطيتان   ( إذا كانت 2  :    معطاتين بالعلاقتين ,
                                          2

1

2

2 )(,)( rrrr   
 طة تربيعياً .و مشر   Lن الدالة إ يقال

 : 6.2نتيجة 
 : مخروطياً فإن طةو ر مش  (2.5)المبرىنة في  Lالدالة  إذا كانت( 1

),()(
8

),(),( KLHCyxyx KKLL 


 

 21 ,min   
 : طة تربيعياً فإنو ر مش(2.5) المبرىنة في  Lالدالة  إذا كانت( 2

2

1

)),()((
4

),(),( KLHCyxyx KKLL 


 

)min,(حيث  21   
 البرىان :

rrrrأن  بما1)  12 )(,)(      ( يكون لدينا :38( و )37) فإنو حسب العلاقتين 

),()(4)(

),()(4)(

2

1

222

111





KLKL

KLKL

FFhCyy

FFhCxx








 

 :  ( نحصل عمى2.5برىان المبرىنة )ل بطريقة مشابيةو 

),()(
8

),(),( KLHCyxyx KKLL 


 

),min( 21   
2( لدينا حسب الفرض 2

1

2

2 )(,)( rrrr   
( نحصل عمى :38( و )37)  ام العلاقتينوباستخد

 
 

),()(4)(

),()(4)(

2

1

22

2

2

11

2

1





KLKL

KLKL

FFhCyy

FFhCxx








 

 ( نحصل عمى :2.5وبطريقة مشابية لبرىان المبرىنة )
2

1

)),()((
4

),(),( KLHCyxyx KKLL 


 . وىو المطموب  

 المقعرة : –حالة الدوال غير المحدبة 
RYXLبفرض  :  معرفة عمى دالة  YX    وتأخذ قيميا  في R.  

 بالعلاقتين : Lالعميا والدنيا لمدالة  نعرف الدوال الحدية المحمية
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( )

( )

( ) sup ( , )

41
( ) inf ( , )

Y

X

L

y B

L

x B

M x L x y

m y L x y















 


 

:    حيث      yYyBxXxB YX /)(,/)(. 
 

   :  72.مبرىنة 
RYXKL  لتكن  :,   عمى  ن يعرفتين مدالت  YX  في  ا ميتقيم انوتأخذ  Rولتكن ,              

KM  , LM  (Km,Lm ) ( عمى الترتيب لمدالتين  ا)الدني االعمي الدوال الحدية المحميةKL  ,, ولتكن  ,
), وبفرض ان ن شرطيتادالت , )L Lx y ),( - نقطة  محمية  لمدالةL  و),( KK yx   نقطة  محمية لمدالةK 

 : عندئذ من أجل كل
 )()(,)()(,,sup3 K

K

L

L

K

K

L

L

KLKL ymymxMxMyyxx   
 :لدينا 

 

 

1

2

1

1

( ) 4 ( , )

( ) 4 ( , )

L K

L K

L K

L K

x x h M M

y y h m m

  

  





 

 
 

 :  ان العلاقتينا من اليمين تحققمييومشتقت دالتين محدبتين ومستمرتين ,زيادة عمى ذلك إذا كانت 
1)(,1)( //   KLKL xxyy  

),(),()4),((   :                فإن 
~

1 KLHyxyx KKLL   
       حيث :                  111 ,sup    

),(),(),(
~

KLKL mmhMMhKLH   
 البرىان : 

 :لدينا ( 41)الدالة الحدية المحمية العميا في حسب تعريف 
),(),(sup)(

)(
L

yBy

L yxLyxLxM
L


 

 

)ن ما أب , )L Lx y   ىي),( -  نقطة  محمية  لمدالةL  فإن من أجل كل ,)( LxBx   يكون: 

)42()()(

)(),()(

LL

L

LLL

L

xxxM

xxyxLxM











 

),(أن وبما  KK yx   نقطة  محمية لمدالةK : إذن 
)43()()( K

KK xMxM   
ذن بتطبيق نظرية أتوش وويتس )  ( نحصل عمى :43( و )42لمعلاقتين ) [2]في ( 4.1وا 

  ),(4)(
11

KL

KL MMhxx   
 :العلاقة بطريقة مشابية نتحقق من صحة 

  ),(4)(1

KL

KL mmhyy   
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 مدالتانل  [ 14]أريوتي  في  -بتطبيق نتيجة ىيرياتي  و  من جية أخرى وبالتعويض في العلاقات  ,
 نحصل عمى :السابقة 

),(4)(

),(4)(

KL

KL

KL

KL

mmhyy

MMhxx












 

 
 :   ومنو 

),(4(

)),(),((4(),(),(

~
1

1

KLH

mmhMMhyxyx KLKL

KKLL
















 

  . وىو المطموب
   :  2.8مبرىنة 
لتكن  NnLLn ,, ( , ولتكن 2.5مبرىنة ) اً المقعرة والمغمقة وتحقق شروط –متتالية من الدوال المحدبة

),(),( nn yx- نقطة سرجية شرطية لمدالةnL لكلNn  ولتكن),( yx نقطة سرجية لمدالةL  فإذا
 خطية ومستمرة فإن : 1وفق مفيوم ىاوسدورف لمتقارب وLتتقارب من nLكانت 

),(),( yxyx
nnn  

 البرىان :
),(بما أن  nn yxىي),( - نقطة سرجية شرطية لمدالةnL لكلNn  وبما أن),( yx ىي نقطة
 العلاقة الآتية :Nn( يكون لدينا  لكل 2.5فإنو حسب المبرىنة )Lسرجية لمدالة

)),()((8),(),( 1 LLHCyxyx nnn   
 فنحصل عمى : nلمطرفين عندما  )lim(بأخذ

])),()((8[lim),(),(lim 1 LLHCyxyx n
n

nn
n

 



 

lim),(0دالة خطية ومستمرة , وحسب الفرض  1وبما أن  


LLH n
n

: فإنو ينتج 

0),(),(lim 


yxyx nn
n

 

),(وىذا يعني أن  nn yx  تتقارب بقوة من),( yx .وىو المطموب  
 

 الاستنتاجات والتوصيات:
إن  تبولوجية.نظر ة المحدبة والمقعرة أىمية في دراسة مسائل النقاط السرجية من وجية لقد كان لمدوال القرين

أىمية ىذه الدوال في دراسة النقاط لدراسة التبولوجية وتبين المبرىنات السابقة تقل أىمية عن ا الدراسة المترية لا
 المقعرة  المحدبة ا كانت متتالية من الدوالإنو إذ( 2.8السرجية واستقرارىا من وجية نظر مترية .حيث بينت المبرىنة )

الحدية العميا  لمدوال نقاط السرجية الموافقة تتقارب بقوة ,وكانفإن متتالية ال ىاوسدورف -متقاربة بالنسبة لمسافة 
مقعرة . والسؤال الذي يمكن طرحو ما ىي العلاقة بين الدوال  –الدنيا أىمية أيضاً في دراسة الحالة غير محدبة و 

متتالية الدوال الحدية العميا ومتتالية إذا كانت  ( والدوال القرينة المحدبة )المقعرة( ؟ بمعنى آخرالدنياالعميا )الحدية 
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لدوال القرنية متتالية افما ىو الشرط الذي يجب أن تحققو  ىاوسدورف -الدنيا متقاربة بالنسبة لمسافة الدوال الحدية 
 حتى تكون متقاربة.  والمقعرة  المحدبة
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