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 ملخّص  
 

 Zamfirescu  من أجل تطبيقات  S.Thianwan,  Agarwal  تكراريتي التكافؤ بين في ىذه المقالةنبرىن 
 تتقارب Agarwalتكرارية  ثم نثبت أن  ,فضاءات  باناخمن  وغير خالية عمى مجموعات جزئية محدبة ومغمقة معرفةال

 .  S.Thianwan  تكرارية تقارب منأكبر  بسرعة Zamfirescuإلى نقطة ثابتة لمؤثر  
 . برنامج باسكال ي بمساعدةدراسة مثال تطبيق تتم وأخيراً 
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  ABSTRACT    

 

In this paper we prove that the Agarwal, S. Thianwan iterative schemes are 

equivalent for – Zamfirescu operators defined on an arbitrary closed convex subset of a 

Banach spaces. In addition , we proved that the  Agarwal iteration converges is faster than 

the S. Thianwan iterations  to the fixed point of Zamfirescu operator .Finally we solved a 

practical example using the Pascal  program.  
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                      وليست خالية ومحدبة مغمقة  X مجموعة جزئية  من  Dولتكن باناخ  لـ اً حقيقي فضاءً  Xليكن 
DDTوبفرض  : عمى  اً ذاتي اً تطبيقD . 

:   بـ Tتة لـ سنرمز لمجموعة النقط الثاب pTpDpFT  : . 
خاصة وبالتطبيقات  بأنواع محددة من  والتحميل الدالي , والتحميل العددي , العموم التطبيقيةبالاىتمام  يزداد

  . ةقلعديد من المسائل المطرو احمول تقريب  تمعبو من دور ىام في لما (2,1انظر التعريفين ) منيا الضعيفة التقميص
في   عمى الأقلثابتة  ةنقط المولدة بتطبيقات ليا )المتتاليات( التكرارياتبعض  بنجاح تاستخدم عقود الأخيرةففي ال

 مثل :  ليذه المسائل الحمول التقريبية لبحث عنا
   Picard   ,  Mann  ,Ishikawa      ,  Noor ,.......... 

 ( بـ  :Picardبيكارد ) تكراريةتعرف  إذ
,........3,2,1,0,1  nTxx nn 

أي التطبيقات التي تحقق  تطبيقات المقمصة تماماً المسائل  حمول مختمف تقريبفي بشكل ناجح  طبقتوقد  
 المتراجحة  :

 1,0,,  aDyxyxaTyTx 
 .(بمبدأ التطبيق المقمص لـ باناخ  السابق الشرط  يدعى )

 لبحث عن إلى ادفع   التقميص التام لاتحقق شرط تطبيقات عند استخدام  Picard   تكرارية إخفاقإلا أن 
 : وبالفعل جديدة  تكراريات

 : التكرارية 1953  في عام  Mannعرف 
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 :   التكرارية 1974 في عام  Ishikawaوعرف 
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 التكرارية  :2000في عام  Noorوعرف 
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 التطبيقات المقمصة تماماً وحتى الضعيفة التقميص من أجلفي عمميات التقريب  اتالتكراري هذىلقد استخدمت 
 . مستمراً  وميزات أفضل بقي وبشروط جديدة أخرى تكرارياتإلا أن البحث عن 

 . السابقة التكرارياتجديدة إلى جانب  تكرارياتظيرت  في السنوات القميمة الماضيةف
 
Agarwal   عرف  إذ 1  التكرارية 2007في عام  :   
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S.Thianwan عرف و   2  التكرارية    2008في عام :  
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 )تكرارية جديدة بمرحمتين (  أيضاً   تدعىالتي 
  أن تجدر الإشارة إلى     nnn   ت من الأعداد الحقيقية الموجبة  وتحققامتتالي  تمثل ,,

1,10,10 :       المتراجحات   nnn o  .  
( 1تعريف ) 3: 
XXTالتطبيق    نإنقول لـ باناخ  اً حقيقي فضاءً   Xليكن  :  يحقق شرط Zamfirescu     ويرمز لو بـ

Z فقطيقية إذا وجدت أعداد حق cba (  تحقق  ,,
2

1
,0[,,10  cba  من أجل أي   إنو حيث

Xyx ,  اً محققواحد عمى الأقل من الشروط الآتية: 

 
 TxyTyxcTyTxiii

TyyTxxbTyTxii

yxaTyTxi







)

)

)

 

في  استخداماً  اثرىومن أك ) الضعيفة التقميص ( شبو اللاتمدديةال لمتطبيقاتالخاصة  الأنواعأحد  Zيعد المؤثر
 :   تيةلآايحقق المتراجحة   Zamfirescu تطبيق أنمن  بسيولة التأكد مسائل النقط الثابتة ويمكن 

)6(2 TxxyxTyTx   

                 حيث : 











c

c

b

b
a

1
,

1
,max      10 منو و     

( 2تعريف )  4  : 
XXTوليكن   اً متري ( فضاءً X,dيكن  )  ل  :  يسمىT  شبيو اللاتمددي  
   (Quasi-non expansive )كان من اجل كل     إذاXyxk   فإن :   10,,
 

  )7(.),(,),(,),(,),(),,(max),( TxydTyxdTyydTxxdyxdkTyTxd  
 

Berinde   عرف  أيضاً  5 كما يمي  ضعيفة التقميصالجديداً من المؤثرات  نوعاً  عمى الفضاءات النظيمة: 
)8(TxxLyxTyTx   

10,0    حيث              L  
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لتي تحقق شروط  تقميص  أخرى لامجال ا( أو 8(  أو)7( أو )6التطبيقات التي تحقق أحد الشروط  ) إن
  السابقة . التكرارياتارب تقفي دراسة  استخدمت عمى نطاق واسع ىنا قد لذكرىا كميا
كما أثبت التكافؤ بين  , Ishikawaو    Mann تكراريتيالتكافؤ بين  عمى سبيل المثال  S.M.Soltuz أثبتف

نظر ا  (6)  الشرط  Tعندما يحقق   Noorو    Picard و Ishikawaو    Mann  المتتاليات:   6,7 . 
دراسة سرعة التقارب نحو النقطة الثابتة , وبالفعل أجرى العديد من ىتمام إلى لاابعد التحقق من التكافؤ يتجو 

  : المتكافئة التكراريات بعض الباحثين مقارنات ناجحة بين
في  BABU ,  PRASADبرىن ف 8 تكرارية   أن   Mann تكراريةتتقارب بشكل أسرع من تقارب 

Ishikawa   ت في حالة مؤثراZamfirescu . 
في  Berindeأثبت و    9  تكراريةأن Picard  بسرعة أكبر من تقارب تتقارب Mann اتمؤثر ال حالة في 

  في  Xue  Rhoades , أجرىكما  ,الضعيفة التقميص 10  التكرارياتمقارنة بين تقارب  Picard    , Mann  ,  
Ishikawa ,  Noor     محدد من التطبيقات  نوعمن أجل Quasi-non expansive) ) وضمن شروط محددة 

في  S.Thianwan   وبرىن 2   التكراريةأن  5   تقارب من بسرعة أكبرتتقارب     Mannو Ishikawa  عند
 .   Zamfirescuؤثرات   م تطبيق

ثم   Zamfirescuفي حالة مؤثرات  S.Thianwan  و  Agarwal  التكراريتينلة سنبرىن تكافؤ في ىذه المقا
أخيراً نحل . نحو النقطة ذاتيا (5) التكراريةأسرع من تقارب  Zنحو نقطة ثابتة لممؤثر  (4) التكراريةنثبت أن تقارب 

 .   التكراريتينمترات اراب  لـعدة حالات الحسبان  الأخذ بعينمع  التي توصمنا إلييا النتيجةتتضح من خلالو صحة  مثالًا 
 

 : وأىدافو أىمية البحث
مسائل النقط الثابتة, ويحدد  حلتستخدمان في  تكراريتينتأتي أىمية ىذا البحث من كونو يبرىن عمى تكافؤ 

                     Zamfirescu استخدام مؤثروذلك عند  الاقتراب من الحلأيضاً أييما الأسرع في 
  

 : ومواده البحث ائقطر 
جراء المقارنة اعتمدت الطريقة التحميمية وطبقت النظريات ذات الصمة , ثم استخدمت الطريقة لإثبات التكافؤ وا 

ومعرفة عدد المراحل المطموب إنجازىا لموصول إلى الحل  صحة النتائج لاختبار عدديالتجريبية من خلال حل مثال 
 . المطموب  

 :  تمييد
 ن ىذا التمييد بعض الأساسيات والتعاريف الضرورية  لمحصول عمى النتائج المطموبة .يتضم
( 2) تعريف 11: 
لتكن    nn ab abن نحو ين من الأعداد الحقيقية متقاربتيمتتاليت ,  عمى الترتيب  ولتكن :   ,

l
bnb

ana

n







lim 

عندئذٍ     0lفإذا كانت    na تتقارب نحوa  بسرعة أكبر من تقارب nb  نحوb   
ومن أجل  l0     ٍعندئذ   nn ab  لتقارب ذاتيا  .ليما درجة ا ,



 متيمج                                                        Zamfirescuلمؤثرات   S.Thianwan,  Agarwalالمقارنة بين تكراريتي 

04 

  ( 1) تمييدية 12 : 
10حيث   Kإذا كان العدد الحقيقي    K  وكانت n  0الموجبة بحيث  اددألأعمتتالية منlim 


n

n
 

عندئذٍ كل متتالية من الأعداد الموجبة  nu  :  تحقق المتراجحة 
.,.........3,2,1,0,1  nKuu nnn  
 تكون متقاربة نحو الصفر . 

أن برىان القسم بلصيغ الرياضية الواردة في النظرية الآتية سنبرىن عمى صحتيا عمماً إلى احاجتنا إلى ونظراً 
في  وبأسموب مشابو الأول منيا يوجد 13م البرىان ىناك عمى التقارب من أجل التطبيقات المحققة لمشرط ) حيث يت

وبأسموب مشابو  يوجدفبرىان القسم الثاني , أما اتىذه التطبيقمن ىو حالة خاصة  Z  ( ومن المعموم أن المؤثر 8
في   أيضاً  14 . 

 ( :1نظرية )
XDفضاء باناخ و  Xبفرض  وليست خالية , مجموعة محدبة و مغمقة 

DDT أن ولنفرض  :  تطبيقZamfirescu    (5( و)4) التكراريتانولتكن 
1,0        بحيث :  nn      و

n

n      

 عندئذٍ :
 .  Tو نقطة ثابتة لـ (  تتقارب  بقوة  نح4) التكرارية -     1
 .  T( تتقارب بقوة  نحو نقطة ثابتة لـ 5) التكرارية -     2

 البرىان : 
ولتكن  TFpبفرض  -1 nx عندئذً ( 4) التكرارية  : 
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ولتكن  TFpبفرض 2-  nu ( عندئذً :5) التكرارية 
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 : المناقشةو  النتائج 
(  وفي  5( و ) 4) التكراريتيننبرىن في المرحمة الأولى عمى التكافؤ بين  إذسنقوم بتجزئة العمل إلى مرحمتين 

  Zالمرحمة الثانية نقارن بين سرعتي تقاربيما نحو النقطة الثابتة لمتطبيق 
 : التكراريتينافؤ إثبات تك -ا

XDفضاء باناخ و  X بفرض : (2نظرية ) : مجموعة غير خالية , محدبة , مغمقة وليكن    
DDT :  تطبيقZamfirescu    ولتكن   nn xu ( عمى الترتيب  و  5( و )4) التكراريتين ,

n

n  

Dux من أجل   عندئذ   : الحقيقتان الآتيتان تتكافأ  00
  p( تتقارب نحو 5) التكرارية   -p            ,2تتقارب نحو  (4)  التكرارية -1

    البرىان :  بفرض :             
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 كذلك :  

 
  .)1(1()1(

)12()1()1(

)1(

pu

pTupu

pvTvppvTvv

nn

nnnn

nnnnn













 

 ولدينا: 

.2))1(1(

)13(2)1(

)1(

nnnnnn

nnnnnnnnn

nnnnnnnn

Tuuux

Tuuuxux

TuTxuxvy
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0,10     من الواضح أن  :     LK      
0   أن وباعتبار   pun  0: (  أن 1) لتمييدية إلى استناداً اينتج nn ux  منو :و 

0 puuxPx nnnn  
 التكراريةأي أن    nx تتقارب بقوة نحو  p . 

0 أن   الآن نفرض العكس أي  pxn    0نبرىن أن   سو pun   
 لدينا بالفعل : 
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 لكن :
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 وكذلك :
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 :              أن فرضنا حيث
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0                          لكن :  pxxupu nnnn   
  التكراريةوبالتالي   nu   تتقارب بقوة نحوp . 

يؤدي إلى تقارب الأخرى إلى النقطة ذاتيا وبالتالي  pإلى نقطة ثابتة  التكراريتينوىكذا نجد أن تقارب إحدى 
 من التطبيقات. النوعوذلك عند استخدام ىذا  متكافئتان نيالتكراريتفإن 

 : (5(و)4)تقارب المتتاليتين   سرعتي المقارنة بين -ب
بعد أن أثبتنا التكافؤ بين المتتاليتين سنرى أييما ألأفضل في عممية التقريب من خلال المقارنة بين سرعتييما  

 لنقطة الثابتة . إلى افي الوصول 
 nST( بـ 5)  ولمتكرارية nARSبـ   (4) لمتكراريةفيما يمي سنرمز 
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 أن  :   نفرض 
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وىذا يؤكد أن المتتالية  na  تتقارب بشكل أسرع من تقارب المتتالية nb  وبالتالي فإن المتتالية nx 
تتقارب بسرعة أكبر من تقارب المتتالية nu نحو النقطة الثابتة لـ  T  . 
مؤثر   Tمن أجل  nSTتتقارب بسرعة أكبر من تقارب nARSأن  من فيما يمي نقدم مثالًا نتأكد فيو

Zamfirescu . 
بفرض         : عدديمثال    1,01,0: T    يثح    

4

1

2

1
)(  xxT     أن و:                      

24,,,,,3,2,1,0:0  nnn  

9.0,25:
4

0  xn
n

nn  

nnالقيمبحيث تبقى  طبيعي يمكن أن تبدأ من أي رقمnأن ب)عمماً   ضمن المجال   , 1,0  وىذا محقق
3,2,1,0:0,,,,,16وفي ىذه الحالة يكون لدينا :        16nميما   nnn  ) 

yxTyTx لأن :   Z  يحقق الشرط Tمن الواضح أن  
2

1 

   ىيتة و بنقطة ثا    T وبالتالي لـ      
2

1
P لأن  :     1,0

2

1

4

1

2

1
 xxx 

nnولنعين    ARSST بدءاً من  T إلى سبةبالن, 1,00 x   
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 : nARS التكراريةتعيين 
 بالفعل :لدينا  
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   : nST  التكراريةتعيين 
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نحو النقطة  nST التكراريةبسرعة أكبر من تقارب  Tلـ    الثابتةتتقارب نحو النقطة  nARS التكراريةوبالتالي 
 . وىذا يتفق مع ما أثبتناه نظرياً ذاتيا 

9,00  بدءال نقطة دنع x (  5( ,)4التكراريتين ) لتقارب كل منونعين عدد الخطوات اللازمة  كافة  تمحالال
nnبعد تغيير بارامتراتيما   السابق لمتطبيق المعرف بالمثال5.0pنحو النقطة الثابتة    ,  . 

من أجل    مثلًا ف 
8

1

1

n

nn    يجيان لـ  يصبح القانونان التدرnARS  وnST  الشكل : عمى 

:                    nARS  إلىبالنسبة  
4

1

.8

1
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1
(

441 
n

x
n

x nn  

:          nST  ىلـإو بالنسبة 
48481

.8

1

.2

1
)

.4

11
1(

nn
x

nn
x nn  

  nSTو  nARSلقيم المتتاليتين   الممثل (1) نحصل عمى الجدول وباستخدام برنامج باسكال  

ومن أجل 
2

1

1
,

1

n
n

nn   ٍالقانونان التدريجيان لـ يكون عندئذnARS وnST  الشكل:     اّخذين 

 التدريجي :  nARSقانون  
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 التدريجي :  nSTقانون 
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 nSTوnARS( الممثل لقيم المتتاليتين2) وباستخدام البرنامج ذاتو نحصل عمى الجدول

ومن أجل 
4

1

1

n

nn   نجد مثلًا عندما ف نحصل عمى جدول جديد مشابو البرنامج ذاتو وباعتماد

40n  أنnARS وأن   0.500001387997تقترب منnST 0.500210866499تقترب من      
بعد استخدام قيم مختمفة لممتتاليتين  و  n   n يمي  ما  لاحظنا : 



 Sciences Series .Tishreen University Journal. Bas   2102( 3) العدد( 34) العموم الأساسية المجمد  مجمة جامعة تشرين

20 

ثر تتأ nSTفالتكرارية   nARS و nSTبالدرجة ذاتيا في سرعة تقارب    يؤثر المتتاليتين لا حدود إن تغيير
فلا nARSوالعكس بالعكس أما بالنسبة إلى  nSTبشكل كبير عند  تصغير قيميما حيث يحصل تباطؤ في تقارب 

 يحصل الأمر ذاتو إذ إن التأثر ىنا لا يعدو كونو صغيراً 
 

 والتوصيات : الاستنتاجات
 Zamfirescuعندما تطبق مؤثرات  nSTو nARSلتكراريتين تم في ىذا البحث إثبات التكافؤ بين تقارب ا

أن سرعة الوصول إلى النقطة الثابتة ليست ىي ذاتيا عمى  البرىانكون نقطة الارتكاز ذاتيا لمتكراريتين. كما تم تو 
سرعة ترتبط بـ   ال ىذه وتبين تجريبياً أن , لمتكراريتين n   و  n  خاصة التكرارية بوnST  التي تتأثر بشكل

ن صغيرة قيم حدود المتتاليتيعندما تكون  nSTاستخدام   يفضل لا وبالتالي  nو   nصغر حدود  واضح بكبر أو
 في ىذه الحالة.  nARSإنما يستحسن استخدام 
تكراريات أخرى مولدة بتطبيقات جديدة شريطة أن تكون ب  ذاتو لدراسة المقارنة  سموبلأيمكن اعتماد ا
 واستنتاج دور التكراريات كافة متقاربة  n  و n ليما التقارب من خلال معالجة حالات متعددة في سرعة . 
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 nST  و    nARSيتضمن برنامج باسكال لمتكراريتين   ( 1ممحق )
 :nARSالكود البرمجي لتكرارية  

procedure TForm1.ButtonA1Click(Sender: TObject); 

var x2,x1,N4,N8:Real48; 

n:integer; 

begin 

  try 

      beginningValue:=StrToInt(EdBegin.Text); 

      RepeatingNum:=StrToInt(EdRepeating.Text); 

  except 

      ShowMessage('Input the beginning Value and Repeating Number '); 

      exit 

  end; 

  MemoA1.Lines.Clear; 

  MemoA1.Lines.Add('A1'); 

  x1:=0.9; 

   for n:=beginningValue to RepeatingNum do 

   begin 

      n8:=Power(n,1/8); 

      n4:=Power(n,1/4); 

      x2:=(0.5-(1/(4*N4)))*x1; 

      x2:= x2+(1/(8*n4))+0.25; 

      MemoA1.Lines.Add(IntToStr(n)+'   :  

'+FormatFloat('0.00000000000000000000',x2)) ; 

      x1:=x2; 

   end; 

end; 
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 :nSTالكود البرمجي لتكرارية  
procedure TForm1.ButtonS1Click(Sender: TObject); 

var x2,x1,N4,N8:Real48; 

n:integer; 

begin 

  try 

      beginningValue:=StrToInt(EdBegin.Text); 

      RepeatingNum:=StrToInt(EdRepeating.Text); 

  except 

      ShowMessage('Input the beginning Value and Repeating Number '); 

      exit 

  end; 

  MemoS1.Lines.Clear; 

  MemoS1.Lines.Add('S1'); 

  x1:=0.9; 

   for n:=beginningValue to RepeatingNum do 

   begin 

      n8:=Power(n,1/8); 

      n4:=Power(n,1/4); 

      x2:=(1-(1/N8)+(1/(4*n4)))*x1; 

      x2:=x2+1/(2*n8)-(1/(8*n4)); 

      MemoS1.Lines.Add(IntToStr(n)+'   :  

'+FormatFloat('0.000000000000000000',x2));  

      x1:=x2; 

   end; 

end; 
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 :التكراريتين المحسوبتين في المثال العددي لقيم( يتضمن جدولين 2ممحق )
                                                     

 ( 1جدول رقم )

 (
8

1

1

n

nn  ) 

n                          nST  

25   :  0.677225237559 

26   :  0.578908249296 

27   :  0.535298425823 

28   :  0.515861226233 

29   :  0.507157902942 

30   :  0.503243602362 

31   :  0.501475681642 

32   :  0.500673932406 

33   :  0.500308914499 

34   :  0.500142102645 

35   :  0.500065592646 

36   :  0.500030377199 

37   :  0.500014113454 

38   :  0.500006577608 

39   :  0.500003074755 

40   :  0.500001441523 

41   :  0.500000677742 

42   :  0.500000319524 

43   :  0.500000151045 

44   :  0.500000071588 

45   :  0.500000034015 

46   :  0.500000016202 

47   :  0.500000007736 

48   :  0.500000003702 

49   :  0.500000001776 

50   :  0.500000000854 

51   :  0.500000000411 

52   :  0.500000000198 

53   :  0.500000000096 

54   :  0.500000000046 

55   :  0.500000000022 

56   :  0.500000000010 

57   :  0.500000000005 

58   :  0.500000000002 

59   :  0.500000000000 

60   :  0.500000000000 

n                     nARS  

25   :  0.65527864044997 

26   :  0.56044803319036        

27   :  0.52359450946005 

28   :  0.50923299829901 

29   :  0.50362181942637 

30   :  0.50142402061828 

31   :  0.50056113580285 

32   :  0.50022158576575 

33   :  0.50008768003954 

34   :  0.50003476242000 

35   :  0.50001380821049 

36   :  0.50000549481046 

37   :  0.50000219042158 

38   :  0.50000087465377 

39   :  0.50000034982622 

40   :  0.50000014013767 

41   :  0.50000005622405 

42   :  0.50000002259093 

43   :  0.50000000909039 

44   :  0.50000000366253 

45   :  0.50000000147792 

46   :  0.50000000059662 

47   :  0.50000000024101 

48   :  0.50000000009731 

49   :  0.50000000003910 

50   :  0.50000000001546 

51   :  0.50000000000636 

52   :  0.50000000000272 

53   :  0.50000000000090 

54   :  0.50000000000000 

55   :  0.50000000000000 

56   :  0.50000000000000 

57   :  0.50000000000000 

58   :  0.50000000000000 

59   :  0.50000000000000 

60   :  0.50000000000000 
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 ( 2جدول رقم )

(
2

1

1
,

1

n
n

nn   ) 

n                        nST  

25   :  0.852799999999 

26   :  0.812085784650 

27   :  0.776832069427 

28   :  0.746197578018 

29   :  0.719488039407 

30   :  0.696127420786 

31   :  0.675635389779 

32   :  0.657609529327 

33   :  0.641711208182 

34   :  0.627654284502 

35   :  0.615196020787 

36   :  0.604129736383 

37   :  0.594278833903 

38   :  0.585491918447 

39   :  0.577638790928 

40   :  0.570607144255 

41   :  0.564299827557 

42   :  0.558632571634 

43   :  0.553532090658 

44   :  0.548934492074 

45   :  0.544783940045 

46   :  0.541031528268 

47   :  0.537634326332 

48   :  0.534554570456 

49   :  0.531758974741 

50   :  0.529218143340 

51   :  0.526906067422 

52   :  0.524799693588 

53   :  0.522878552662 

54   :  0.521124439656 

55   :  0.519521137223 

56   :  0.518054176143 

57   :  0.516710627460 

58   :  0.515478921699 

59   :  0.514348691332 

60   :  0.513310633228 

 

n                         nARS  

25   :  0.69920000000001 

26   :  0.59922436217220 

27   :  0.54943536870268 

28   :  0.52463427000748 

29   :  0.51227769992510 

30   :  0.50612017003641 

31   :  0.50305122038116 

32   :  0.50152139624788 

33   :  0.50075869175179 

34   :  0.50037838915159 

35   :  0.50018873772296 

36   :  0.50009415041495 

37   :  0.50004697062468 

38   :  0.50002343518281 

39   :  0.50001169353618 

40   :  0.50000583521250 

41   :  0.50000291204923 

42   :  0.50000145334979 

43   :  0.50000072538659 

44   :  0.50000036207165 

45   :  0.50000018073569 

46   :  0.50000009022278 

47   :  0.50000004504181 

48   :  0.50000002248725 

49   :  0.50000001122771 

50   :  0.50000000560612 

51   :  0.50000000279942 

52   :  0.50000000139789 

53   :  0.50000000069849 

54   :  0.50000000034924 

55   :  0.50000000017462 

56   :  0.50000000008731 

57   :  0.50000000004365 

58   :  0.50000000002182 

59   :  0.50000000001091 

60   :  0.50000000000545 
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