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 ملخّص  
 

مربعة  مصفوفات محدودة التي معاملاتيا ة حل جمل المعادلات الخطيةمسأل ىو دراسة بحثال اىذاليدف من 
ع من جمل المعادلات في العديد من مجالات الرياضيات التطبيقية و في نظرية التحكم او الأن ذهظير ىت. nمن المرتبة

  .في الفيزياء و اليندسةو تحميل الاىتزازات و 
لة أن نصف خوارزميات فعالة لحل النوع المدروس من جمل المعادلات بحيث نحافظ عمى نحاول في ىذه المقا

العناصر اللاصفرية الأصمية في مصفوفة الأمثال لنحصل بالنتيجة عمى جممة معادلات خطية سيمة الحل أكثر من 
 :الأفكارالجممة الأصمية. تعتمد الخوارزميات المقترحة عمى 

بحيث يمكن تطبيق طريقة التحميل لنحصل عمى مصفوفة  لممصفوفة المحدودةلاصفرية جديدة  إيجاد بنية .1
 .عناصر صفرية في المصفوفة المحدودة جديدة لا تحوي عناصر لاصفرية إضافية ىي بالأصل 

تجزئة المصفوفة الحدودية إلى مصفوفة كتمية مربعة من المرتبة الثانية سيمة الحل و لا تتضمن عناصر  .2
 .ناصر اللاصفرية لممصفوفة المحدودةتثناء العلاصفرية إضافية باس

 
 

 ، بنية لاصفرية ، جممة معادلات خطية. : مصفوفة محدودةحيةكممات المفتاال
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  ABSTRACT    

 

In this paper, we consider the problem of solving linear equations systems whose 

coefficients matrices are bordered and square of order n . Such systems appear in several 

applications of applied mathematics, control theory and oscillations analysis, physics and 

engineering. We describe efficient algorithms to solve such systems such that no extra 

nonzeros in the bordered matrix to obtain linear system of equations to solve easier than 

the original system. The proposed algorithms depend on the ideas:  

1. Finding new sparsity structure of the ordered matrix such that we can apply the 

factorization method to obtain new matrix that does not contain extra nonzeros. 

2. Portioning the matrix into block matrix of order 2 easier to solve and no including 

extra nonzero elements containing no nonzero elements of bordered matrix.    
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 :مقدمة

ىذه الخواص عندما ندرس  الحسبان ما يحدث غالبا أن مصفوفة ما تتمتع بخواص معينة. يجب أن نأخذ بعين
 تطوير خوارزميات جديدة لحل المسائل التي تتضمن مثل ىذا النوع من المصفوفات.

غير ( borderedمصفوفات أمثاليا حدودية )لفي ىذه المقالة، ندرس مسألة حل جمل المعادلات الخطية 
 من الشكلمتناظرة 

(1                                                  )Ax d 
 تأخذ الشكل التالي: nمربعة نظامية من المرتبةغير متناظرة ىي مصفوفة  Aحيث 

(2                         )

1 2 1

1 1

2 2

2 2

1 1

. . .

. .

. .

n n

n n

n n

a a a a

b c

b c
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b c



 

 

 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 

 

حيث  Tnxxxx ,...,, 21  و 1 2, ,...,
T

nd d d d و Tnbbbb 121 ,...,,   ،
 1 2 1, ,...,

T

nc c c c   و 1 2, ,...,
T

na a a a. 
( دورا ىاما في العديد من مجالات الرياضيات التطبيقية ، فمثلا في Borderedتؤدي المصفوفات الحدودية )

. [5-1]ربيعية بقيود المساواة و بعض أنواع الاستيفاء ببعدين و إيجاد المعكوس العام لممصفوفات و غيرىا البرمجة الت
علاوة عمى ذلك، يظير ىذا الصف من المصفوفات في العديد من التطبيقات التي نصادفيا في نظرية التحكم و تحميل 

و في اليندسة  [10]شعاعي في الجزيئات المعزولة و غيرىا في الفيزياء التي تتضمن الانتقال اللاإو  [9-6]الاىتزازات 
 أيضا. [11-13]

( باستخدام ثلاث متجيات ىي 2يمكن تخزين المصفوفة ) Tnbbbb 121 ,...,,   ، 1 2 1, ,...,
T

nc c c c  
و  1 2, ,...,

T

na a a a  1من المرتبةn  ،1n  وn  3عمى الترتيب. أي أننا نحتاج إلى ذاكرة لتخزين 2n  
 . لاصفريا عنصرا

 :[16-14]، أي بالشكل LU( بتطبيق طريقة تحميل2( ىو كتابة المصفوفة )1إحدى الطرائق المعروفة لحل )
(3                                 )               A LU 

عمى المصفوفة LU( كثيرة الأصفار محددة البنية الصفرية ، فإنو لا يمكن تطبيق تحميل2بما أن المصفوفة )
 نو لا يمكن تطبيق ىذه الطريقة دوماً إ. إذ نيما كثيرا الأصفار أيضاإحيث  Uو L( لنحصل عمى المعاممين2)

، فإننا نضيف جداء السطر الأول إلى كل سطر من LUللأسباب التالية: في الخطوة الأولى من تطبيق طريقة تحميل
بحت . إنيا كارثة! لقد أصالأسطر المتبقية لجعل جميع العناصر في العمود الأول تحت القطر الرئيس أصفاراً 

المصفوفة كثيفة تحوي   11 nn  ً3من بدلاً  لاصفرياً  عنصرا 2n  [14-16] لذا نحاول في ىذه المقالة أن .
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لنحصل بالنتيجة عمى  Aنصف خوارزميات فعالة بحيث نحافظ عمى العناصر اللاصفرية الأصمية في المصفوفة 
 :ىما الأصمية. تعتمد ىذه الخوارزمية عمى فكرتين أساسيتين الجممة ادلات خطية سيمة الحل أكثر منجممة مع
( بحيث يمكن تطبيق طريقة التحميل لنحصل عمى مصفوفة جديدة 2إيجاد بنية لاصفرية جديدة لممصفوفة ) .1

 (.2) المصفوفة لا تحوي عناصر لاصفرية إضافية ىي بالأصل عناصر صفرية في
إلى مصفوفة كتمية مربعة من المرتبة الثانية سيمة الحل و لا تتضمن عناصر إضافية  Aالمصفوفةتجزئة  .2

 (.2لمصفوفة )في اباستثناء العناصر اللاصفرية 
 

 أىمية البحث وأىدافو:
محددة البنية مصفوفات أمثاليا  التي المقالة خوارزميات فعالة لحل جمل المعادلات الخطيةنقدم في ىذه 

اللاصفرية تدعى بالمصفوفات الحدودية. تعتمد ىذه الخوارزميات عمى تحديد بنية لاصفرية جديدة لمصفوفة أمثال 
الجممة المدروسة بحيث يمكن تطبيق طريقة التحميل عمى البنية الجديدة دون أن تظير أية عناصر لاصفرية جديدة. 

دية بحيث نتفادى ظيور أية عناصر لاصفرية إضافية و نحصل عمى علاوة عمى ذلك، يمكن تجزئة المصفوفة الحدو 
لتوضيح فعالية الخوارزميات المقترحة مقارنة جممة معادلات سيمة الحل. نجري العديد من تجارب المحاكاة العددية 

  (. 2طريقة التحميل المطبقة مباشرة عمى المصفوفة )ب
 

 :طرائق البحث ومواده
 لمباشر بالإضافة إلى بعض الخوارزميات .نستخدم طريقة الاستنتاج ا

 
 :النتائج والمناقشة 

(Iالخوارزمية الأولى )( 2: خوارزمية تحميل المصفوفة)  
الأخرى لبنية اللاصفرية لمصفوفة الحذف و يجاد الإنصف في ىذه الفقرة خوارزمية تتضمن خوارزميتين إحداىما 

 لتطبيق عممية الحذف.
 Uللاصفرية لممصفوفة. حساب البنية ا1الخوارزمية 

 :التاليتين في ىذه الفقرة، نقدم خوارزمية تتألف من الخطوتين
التحميل عمى قبل أن نبدأ بتطبيق عممية  U: تحديد البنية اللاصفرية لممصفوفة المثمثية العموية1 الخطوة .1

 .U( لإيجاد2المصفوفة )
 .U( لإيجاد2: تطبيق عممية التحميل عمى المصفوفة )2 الخطوة .2

محاولة ىو تجنب العمل عمى عناصر صفرية و  (2اليدف من حساب البنية اللاصفرية لتحميل المصفوفة )
مميات الحسابية المطموبة لتحميل المصفوفة مقدار التخزين و عدد العفي  الذي لو تأثير fill-insلتخفيض عدد العناصر

( لأنو يعتمد عمى 2نحاول أن نوجد طريقة لحساب أدلة العناصر اللاصفرية قبل أن نبدأ بإيجاد تحميل المصفوفة ) (.2)
بنية المصفوفة و ليس عمى قيمة العناصر اللاصفرية. يمكن معالجة كل شيء ببنية معطيات ثابتة ندعوىا بالتحميل 

بحيث  U( و من ثم إيجاد2قبل أن يبدأ تحميل المصفوفة ) Uىدفنا ىنا تحديد متطمبات الذاكرة لممعامل الرمزي.
إيجاد خوارزمية تتضمن الفكرة الأساسية في (. 2العدد نفسو في ) ىو تماماً  Uيكون عدد العناصر اللاصفرية في
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نوضح فيما يمي ىذه  .U( بشكل جديد بحيث نحصل عمى البنية اللاصفرية لممصفوفة2لإعادة كتابة المصفوفة )
 1لاشتقاق الخوارزمية  اً الأفكار تمييد

 ( من المرتبة الرابعة كما يمي:2لنأخذ المصفوفة )

(3                                )                    

1 2 2 2

1 1 0 0

1 0 1 0

1 0 0 1

 
 
 
 
 
 

 

 ( نحصل عمى المصفوفة:3بتطبيق خطوة واحدة من حذف غاوس عمى المصفوفة )

(4                                                )
1 2 2 2

0 1 2 2

0 2 3 2

0 2 2 1

 
 

  
 
   
 

   

 

 بمتابعة تطبيق حذف غاوس نحصل عمى المصفوفة التالية:

(5          )                                      
1 2 2 2

0 1 2 2

0 0 1 2

0 0 0 1

 
 

  
 
 
 

 

 

(. و ىكذا 2( تولد عناصر لاصفرية بدلا من العناصر الصفرية في )4نلاحظ أن خطوة الحذف الأولى في )
صر ( بالمضاريب )العناصر المستخدمة لحذف العنا3فإن الحاسوب يستبدل الأصفار في العمود الأول من المصفوفة )

. مما سبق fill-insالواقعة تحت القطر الرئيس(. العناصر اللاصفرية المتولدة خلال عممية الحذف تسمى العناصر 
. إذ تصبح المصفوفة كاممة ممتمئة بيذه العناصر fill-ins( تعاني من العناصر2نستنتج أن المصفوفات من النوع )

ىو fill-insالعناصر التي تتطمب ذاكرة إضافية في الحاسوب لتخزينيا. عدد  2 3 2n n فإذا كانت .n  كبيرة
3جدا ، فإن ذلك يتطمب تخزين 2n   ًضافة إلى العناصربالإ( 2تمثل عناصر المصفوفة ) لاصفرياً  عنصرا fill-ins 

( بحيث نحول 2لذا نحاول أن نجري تحويلات أولية عمى المصفوفة ) ىذا غير مقبول.و  عنصراً  2nمما يتطمب تخزين
مما  fill-ins( إلى شكل نستطيع أن نطبق عميو عممية الحذف دون أن تظير العناصر 2البنية اللاصفرية لممصفوفة )

نشرح فيما يمي خوارزمية (. 2فوفة )يعني اقتصار التخزين في ذاكرة الحاسوب فقط عمى العناصر اللاصفرية في المص
 قبل تطبيق عممية الحذف: Uإيجاد البنية اللاصفرية لممصفوفة

(A خوارزمية )إيجاد البنية اللاصفرية لممصفوفة1 :U 
 نمخص خطوات ىذه الخوارزمية كما يمي:

( و المركبة الأولى و المركبة الأخيرة في 2و السطر الأخير في المصفوفة ) : نبادل بين السطر الأولIالخطوة 
 فنحصل عمى جممة معادلات تأخذ الشكل التالي: dالمتجو
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(6                  ) 

1 1 1

1 1 2 2

2 2

2 2 1 1

1 2 1 1

. .

. . . .

. . . .

. . .

n n n

n n n n

n n n

b c x b

b c x b

b c

b c x b

a a a a x b

 

   



     
     
     
     
     

     
     
     
     
     
     

 

 فنحصل عمى جممة تأخذ الشكل التالي: nxو 1x: نبادل بين المتغيرينIIالخطوة 

(7               )      

1 1

1 1 2 2

2 2

2 2 1 1

2 1 1 1 1

. .

. . . .

. . . .

. . .

n n n n

n n n n

n n

c b x d

c b x d

c b

c b x d

a a a a x d

 

   



     
     
     
     
     

     
     
     
     
     
     

 

( مما 2)نفسيا( نجد أننا حصمنا عمى مصفوفة بنيتيا اللاصفرية ىي البنية اللاصفرية لممصفوفة 7من المعادلة )
3يعني أن عدد العناصر اللاصفرية لا يزال 2n . 

 (.1. حل الجممة )2خوارزمية 
 لتحويل المصفوفة الحدودية من الشكل:  1تطبيق الخوارزمية  :1الخطوة 

(13                                    )    

1 2 1

1 1

2 2

2 2

1 1

. . .

. .

. .

n n

n n

n n

a a a a

b c

b c

A

b c

b c



 

 

 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 

 

 إلى الشكل:

(14                                         )

1 1

1 1

2 2

2 2

2 3 1 1

. .

. .

. .

n n

n n

n n

c b

c b

c b

c b

a a a a a

 

 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
 ( فنحصل عمى:11( وفق العلاقات )12( بالشكل )14تحميل المصفوفة ):  2الخطوة 
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(15                                    )

1 1

1 1

2 2

2 2

1

. .

. .

n n

n n

c b

c b

c b

U

c b

a

 

 

 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 

 

( وفق طريقة التعويض التراجعي و تعطى بالخوارزمية 15حل جممة معادلات مصفوفات أمثاليا ):  3الخطوة 
 :يةالتال

 يمكننا أن نكتب خوارزمية حل الجممة Uمن البنية اللاصفرية لممصفوفة
1 1

1 1 2 2

2 2

2 2 1 1

1 1 1

. .

. . . .

. . . .

n n n n

n n n n

c b x d

c b x d

c b

Ux d

c b x d

a x d

 

   

     
     
     
     
     

       
     
     
     
     
     

 

 كما يمي:  
1

1

1

1 1
1

1 1

1

for - 2 to 1

       x

x

i i
i

i

n n
n

n

d
x

a

i n

d b x

c

d b x

c


















 

 
 I تعقيد الخوارزمية

 ( فتتضمن 15عممية تبديل. أما خطوة التحميل ) nما يقارب( 14( بالشكل )13تتطمب خطوة كتابة المصفوفة )
3ما يقارب 3n  ( أما الخوارزمية 11عممية حسابية باستخدام العلاقات .)3فتتطمب 2 2n   ،عممية حسابية. أخيرا

6مقداره اً حسابي داً يتتطمب الخوارزمية الأولى ج 5n 3ىو أقل بكثير منو  عممية حسابيةn ( وفق حذف 1تعقيد حل )
 .Uغاوس دون إيجاد البنية اللاصفرية لممصفوفة

(IIالخوارزمية الثانية )( 14: خوارزمية تجزئة المصفوفة)  
فنحصل عمى جممة معادلات خطية سيمة الحل  (14الفقرة خوارزمية تتضمن تجزئة المصفوفة )نصف في ىذه 

( كما ىو مبين في 14أكثر من الجممة الأصمية. تعتمد ىذه الخوارزمية عمى فكرة أساسية تتضمن تجزئة المصفوفة )
 وصف الخوارزمية التالية:
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(. بما أن 14كما ىي معطاة في الشكل ) nظرة مربعة من المرتبةمصفوفة حدودية غير متنا Aلتكن
 ( ذات بنية صفرية محددة ، فإنو يمكن تطوير خوارزمية فعالة لحل14المصفوفة )

 

(16                             )

1 1

1 1 2 2

2 2

2 2 1 1

2 1 1 1 1

. .

. . . .

. . . .

. . .

n n n n

n n n n

n n

c b x d

c b x d

c b

c b x d

a a a a x d

 

   



     
     
     
     
     

     
     
     
     
     
     

 

 
 (. ىذه الخوارزمية ىي كما يمي:14ليا )الشكل الخاص لمصفوفة أمثاالحسبان تأخذ بعين 

 ندخل الرموز التالية:
 1 2,

T
d f f  ،   1 2 3 1 2 1, , ,..., ,

T T

n nf d d d d f d   ، 1 1 2 2. . .
T

n nV b b b b   ،
 2 3 1. .T

n nU a a a a   ، ˆ,
T

x y y و   2 3 1 1
ˆ, , ,..., ,

T T

n ny x x x x y x . 
 الشكل التالي:عمى  ( 16مة )لمرموز المدخمة أعلاه يمكننا كتابة الجم وفقاً 

(17                                            )1

2
ˆT

fT V y

fU Q y

    
     

     
 

( بحذف السطر الأخير و 14تنتج من المصفوفة ) 1nىي مصفوفة قطرية مربعة من المرتبة  Tحيث
 الي: العمود الأخير و تعطى بالشكل الت

 

(18                                      )
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و  1Q a( الجممة التالية:16. تكافئ ) 

(19                                              )
2

1

ˆ~

ˆ~

fyQyU

fyVyT

T 

 

 ( نحصل عمى:19من ) ŷبحذف
(22    )                                       yUfQy T ~ˆ

2

1   
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 ( نحصل عمى الجممة التالية:19بالتعويض في المعادلة الأولى من )
(21               )    2

1

1

1

12

1 ~~~ fVQfyUVQTfyUfVQyT TT   
 الشكل المختصر التالي:عمى  والتي يمكن كتابتيا 

(22                          )
2

1

1

1 &

~

fVQffUVQTG

fyG

T  

 

 ( كما يمي:22لحل الجممة ) Woodburyنحاول فيما يمي الاستفادة من صيغة 
CBو لتكن  nمصفوفة مربعة من المرتبة  Fلتكن  مصفوفتين من المرتبة  , mnmn  إذا كانت .
CFBIالمصفوفة  T

m

1  نظامية ، فإن المصفوفةTCBF   ىي نظامية أيضا. علاوة عمى ذلك، يعطى
TCBFمعكوس المصفوفة  :صراحة بالصيغة التالية 

    111111 
 FBCFBICFFCBF TT

m

T 
TUVQTGعمى المصفوفة  Woodburyإذا طبقنا صيغة  1:نحصل عمى 

  111111   TUVTUQVTTG TT 
 ( بالصيغة:22يعطى حل الجممة )

(23                               ) 
fTz

zUVTUQVTzfGy TT

1

1111~







 

 ( وفق الحسابات المتتالية لمعبارة التالية:23من الصيغة ) xمن الواضح أنو يمكن إيجاد الحل

    zUVTUQVTUQ

VTUVTfTz

TTT

T

1111

111

,

,,







 

حل جممتين من المعادلات  انتكافئ انتمالحسابات أعلاه ىو إيجاد العبارتين الأوليتين ال الجزء الرئيس من
يمكن  ~y. بعد إيجاد عمى حين أن الطرفين الأيمنين مختمفان Tمصفوفة الأمثال ىي 1nالخطية من المرتبة

 (. 22بتطبيق المعادلة ) ŷحساب 
 (1: خوارزمية حل الجممة )IIخوارزمية 

 ( من الخطوات التالية:1لإيجاد ) IIتتألف الخوارزمية 
 ( كما يمي:2( مصفوفة أمثاليا معطاة في )1مما سبق يمكننا أن نمخص خوارزمية حل الجممة )

 .1( وفق الخوارزمية 14( بالشكل )2: كتابة المصفوفة )1الخطوة 
2: إيجاد 2الخطوة 

1

1,,,, fVQffUVQT T  .كما ىو مبين في وصف الخوارزمية 
Tz,1: حل3الخطوة  f Tz V   1بالشكل 1

1,z T f z T V    لأنT  ،مصفوفة قطرية
&1فنحصل عمى zz. 

 : حساب4الخطوة 
 

 yUfQy

zUzUQzzy

T

TT

~ˆ

~

2

1

1

11









 

( وفق 2: حساب حل الجممة )5الخطوة  ˆ,
T

x y y. 
 IIتعقيد الخوارزمية 
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من الخوارزمية  2عممية حسابية. أما الخطوة  nما يقارب  ( 14( بالشكل )2تتطمب عممية كتابة المصفوفة )
II 22ما يقاربب فتتطم n 2عممية حسابية لمضرب و الجمع. حل جممتي المعادلات فيتطمب 2n   .عممية حسابية

33فتتطمب  4أما الخطوة  n 57عممية حسابية وبالتالي فإن الخوارزمية ككل تتطمب n نتيجة عممية حسابية. بال
8( زمناً 1يتطمب حل الجممة ) 2n  .عممية حسابية 

 لنفرض أن لدينا جممة المعادلات الخطية من النوع:مثال توضيحي: 
 

1

2

3

4

5

2 1 2

2 1 1

2 1 1

2 1 1

1 1 1 1 2 0

x

x

x

x

x

     
    


    
    
    

     
        

 

 
 بتطبيق الخطوات التالية من الخوارزمية الثانية نجد أن:

 
   

 

1 1 1 1 , 1 1 1 1

2

2
, 2

2

2

TTU V

T Q

     

 
 
  
 
 
 

 

 
(IIIالخوارزمية الثال ) ثة: خوارزمية حساب معكوس بالاعتماد عمى تجزئة مصفوفة 

 كما ىي معطاة في الشكل التالي: nمصفوفة حدودية غير متناظرة مربعة من المرتبة Aلتكن 

(24)                                 

1 1

1 1

2 2

2 2

2 1 1

. .

. .

. . .

n n

n n

n n

c b

c b

c b

A

c b

a a a a

 

 



 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 

 

 
الحسبان ( تأخذ بعين 16محددة البنية الصفرية ، فإنو يمكن تطوير خوارزمية فعالة لحل ) Aوفةبما أن المصف 

 (. ىذه الخوارزمية ىي كما يمي:24الشكل الخاص لمصفوفة أمثاليا )
 معرفتين كما يمي:و  nمتجيتي عمود من المرتبة vو uلتكن 
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(25                         )
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و                          
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 عندئذ:

(26                                        )
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 ( بالشكل التالي:24أن نكتب المصفوفة ) ( يمكننا26( و )25بالاستفادة من العلاقتين )

(27                                                  )TA B uv  
 حيث:

 

(28                            )
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 .nىي مصفوفة نظامية مربعة من المرتبة

، عندئذ يمكن حساب nمصفوفة نظامية مربعة من المرتبة Gإذا كانت   1
GI  وفق منشور تايمور كما

 يمي:

(29                           )   







1

321
...

i

i
GGGGIGI 

 التالي:( بالشكل 27( نكتب أولا المصفوفة المعطاة في )29لتطبيق العلاقة )
(32              )      

11 1
1 1 1 1T T TA B uv B I B uv I B uv B

 
         

( عمى المصفوفة 29نطبق الآن العلاقة )  11  TuvBI :كما يمي 
  ...11111111   TTTTTTT uvBuvBuvBuvBuvBuvBIuvBI 
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 لدينا:
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 بيذا الشكل نكون قد وجدنا أن:

(31                                       )  
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1 1
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' نظامية إذا كان A( يمكننا أن نقول: تكون المصفوفة 31من العلاقة )   01 1   uBvT لحل فقط .
 ( نكتب:31( بتطبيق العلاقة )24الجممة )

(32                                  )  
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1 1
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T

T

B u v
x A d I B d
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 ( كما يمي:32المعطى في ) xلحساب الحل نصف فيما يمي خوارزمية
 (1: خوارزمية حل الجممة )IIIخوارزمية 

 ( من الخطوات التالية:32لإيجاد ) IIIتتألف الخوارزمية 
uBz: حل الجممة 1الخطوة   

(33)             

1 1

1 2 1

2 2

2 1 2

2 1 1 1
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 وفق ما يمي:
uBzمثمثية سفمية محددة البنية الصفرية ، فإنو يمكن حل الجممة  Bالمصفوفة بما أن   وفق العلاقات

 التالية:

(34                                  ) 
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: حساب 2الخطوة   n

TT zzuvuBv   111 1 . 
1Aغير نظامية وبالتالي المقموب A، فإن المصفوفة  0كانت إذا                .غير موجود 

Byحل الجممة: 3الخطوة  d  

(35           ) 
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 وفق العلاقات التالية:

(36          )                          
1
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1حساب  :4الخطوة 

T yv y


 
 . 

x( وفق العلاقة 16حساب حل الجممة ) :5الخطوة  y z . 
uBzتعقيد حل الجممة    وBy d 

عممية قسمة.  nعممية طرح و 1nعممية ضرب و  1nبما يقار ( 36( أو )34تتطمب العلاقات )
uBzوبالتالي فالمجموع الكمي لمعمميات المطموبة لحل الجممة   أوBy d  23ىو n تيجة عممية حسابية. بالن

uBzتعقيد حل الجممتين  وBy d 6ىو 4n  .عممية حسابية 
 IIIتعقيد الخوارزمية 

 تتطمب: IIIنلاحظ أن الخوارزمية 
6طمبانتتو  3و  1كما ىو مبين في الخطوتين  Bحل جممتي معادلات خطية مصفوفة أمثاليا .1 4n  

 عممية حسابية. 
 أربع عمميات حسابية: عمميتي ضرب و عممية قسمة و عممية جمع. .2
 عممية حسابية. nو تتطمب  5عممية ضرب مقدار سممي بمتجو كما ىو مبين في الخطوة  .3

ىو من نفس مرتبة إيجاد حل جممة  IIIخوارزمية ، فإن عدد العمميات الحسابية المطموبة لإتمام البالنتيجة
(. و 28و ىي مصفوفة مثمثية سفمية محددة البنية الصفرية كما ىو مبين في ) Bمعادلات خطية مصفوفة أمثاليا

7ىو IIIىكذا فإنو تعقيد الخوارزمية  2n ( زمنا1. بالنتيجة يتطمب حل الجممة )8 2n  عممية حسابية منياn عممية
 (.16لإيجاد الشكل المحدد لجممة المعادلات )
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 مقارنة تعقيد الخوارزميات الثلاث المقترحة في ىذه المقالة
ة المطبقة عمى نقدم في ىذه الفقرة مقارنة بين تعقيد الخوارزميات المقترحة من جية و بين تعقيد الخوارزمي

 ( مباشرة لتوضيح أية خوارزمية ىي الأفضل. 2المصفوفة )
 

 . مقارنة تعقيد الخوارزميات المقترحة في المقالة1الجدول 
Complexity Of Algorithm Suggested Algorithm 

6 5n   The First Algorithm 

8 2n   The Second Algorithm 

8 2n   The Third Algorithm 

3n  The Algorithm applied 

to (2) directly 

 
(. من جية أخرى، 2من الجدول يتضح أن جميع الخوارزميات أفضل من الخوارزمية المطبقة مباشرة عمى )

 في المرتبة الثانية و ليما التعقيد نفسو. الباقيات تالخوارزمية الأولى ىي الأسرع بينما تأتي الخوارزميا
  النتائجالتجارب العددية و 

مسألة اختبار ولدناىا عشوائيا لحل جمل المعادلات  82نقدم في ىذه الفقرة العديد من التنفيذات الحاسوبية عمى 
 لتوضيح ذه المقالة. ( وفق الخوارزميات الثلاث المقترحة في ى2مصفوفات أمثاليا من النوع )التي الخطية 

( نقارنيا 2مصفوفات أمثاليا من النوع ) التي فعالية الخوارزميات الثلاثة المقترحة في حل جمل المعادلات الخطية
بذاكرة  IVطريقة التحميل المطبقة مباشرة عمى المصفوفات المدروسة. نفذنا جميع الخوارزميات عمى حاسوب بنتيوم ب

RAM 3 Gb  باستخدام لغةMatlab 10  تحت نظام ويندوزXP جميع برامج لغة .Matlab  لتنفيذ الخوارزميات
 الثلاث ىي من إعداد المؤلف.  

مقابل بعد  تتضمن النتائج الحاصمة أزمنة الحصول عمى الحل الدقيق في جميع الخوارزميات. مثمنا النتائج بيانياً 
الاختبار عند تطبيق طريقة التحميل مباشرة عمى  كل مصفوفة اختبار و من أجل كل طريقة. رمزنا لأزمنة حل مسائل

وفق الخوارزميات الثلاث المقترحة  نفسيا بينما رمزنا لأزمنة مسائل الاختبار is OriginalA ( بالرمز2المصفوفات )
( The Second ALgorithmالخوارزمية الثانية )( و The First ALgorithmبأسمائيا: الخوارزمية الأولى )

 (.The Third ALgorithmالخوارزمية الثالثة )و 
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 ( وفق الخوارزميات الثلاث المقترحة2مصفوفاتيا من النوع ) التي . أزمنة حل مسائل الاختبار1الشكل 

 (.2طريقة التحميل المطبقة مباشرة عمى المصفوفة )إلى  ضافةبالإ
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 ( وفق الخوارزميات الثلاث المقترحة2مصفوفاتيا من النوع )التي بار . أزمنة حل مسائل الاخت2الشكل 

 (.2طريقة التحميل المطبقة مباشرة عمى المصفوفة )إلى  ضافةبالإ
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 ( وفق الخوارزميات الثلاث المقترحة2مصفوفاتيا من النوع ) التي . أزمنة حل مسائل الاختبار3الشكل 

 (.2اشرة عمى المصفوفة )طريقة التحميل المطبقة مبإلى  ضافةبالإ
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 ( وفق الخوارزميات الثلاث المقترحة2مصفوفاتيا من النوع ) التي . أزمنة حل مسائل الاختبار4الشكل 

 (.2لطريقة التحميل المطبقة مباشرة عمى المصفوفة )إلى  ضافةبالإ
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 ات الثلاث المقترحة( وفق الخوارزمي2مصفوفاتيا من النوع ) التي . أزمنة حل مسائل الاختبار5الشكل 

 (.2طريقة التحميل المطبقة مباشرة عمى المصفوفة )إلى  ضافةبالإ

 
 ( وفق الخوارزميات الثلاث المقترحة2مصفوفاتيا من النوع )التي  . أزمنة حل مسائل الاختبار6الشكل 

 (.2طريقة التحميل المطبقة مباشرة عمى المصفوفة )إلى  ضافةبالإ
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من أداء  أن الخوارزمية الأولى أسرع من بقية الخوارزميات، إلا أن أداءىا قريب جداً ، يتضح  6-1من الأشكال 
أما أداء الخوارزمية الثانية فمم (. 2( مصفوفات أمثاليا من الشكل )1ان لحل )تان قويتالخوارزمية الثالثة. فيما منافس

يرا، أداء جميع الخوارزميات المقترحة أفضل بكثير من أداء الخوارزمية الثالثة. أخ إذ يفترض أن يكون قريباً  يكن متوقعاً 
  بالنتيجة، ننصح بما يمي: (.2من تطبيق طريقة التحميل مباشرة عمى )

 (.2مصفوفات أمثاليا من النوع ) التي تطبيق الخوارزمية الأولى أو الثالثة لحل جمل المعادلات الخطية 
 ل جمل المعادلات الخطية كثيرة الأصفار من الشكل استخدام الخوارزميتين الأولى و الثالثة كمسرعات في ح

 المبين أدناه باستخدام طرائق كريموف التكرارية:

. .

. .

. .

. . .

. . .

. . .

x x x x x

x x x x x x

x x x x x x

x x x x x x

A

x x x x x x x

x x x x x x x

x x x x x x x

 
 
 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 
 
  

 

 
نرمز عادة ليذه المصفوفات بالرمز  1 2 3 4, , ,A Band      1حيث  ىو عدد الأقطار فوق القطر

عدد الأعمدة الأخيرة  4عدد الأسطر الأخيرة في المصفوفة و  3عدد الأقطار تحت القطر الرئيس،  2، الرئيس
  .في المصفوفة

 
  :الاستنتاجات والتوصيات 

مصفوفات أمثاليا حدودية.  التي ت الخطيةفي ىذه المقالة، قدمنا ثلاث خوارزميات فعالة لحل جمل المعادلا
الفكرة الأساسية من ىذه الخوارزميات ىو إيجاد بنية لاصفرية جديدة لممصفوفة الحدودية بحيث يمكن تطبيق طريقة 
تحميل مصفوفة عمى البنية اللاصفرية الجديدة و لا تظير أية عناصر إضافية يتطمب منا تخزينيا حاسوبيا. تعتمد 

 لجديدة عمى طريقة تحميل المصفوفة بالبنية اللاصفرية الجديدة أو تجزئة المصفوفة بالبنية الجديدة الخوارزميات ا
أو بالبنية الأصمية إلى مصفوفة كتمية مربعة من المرتبة الثانية. أجرينا العديد من تجارب المحاكاة العددية باستخدام لغة 

Mathlab  ت التجارب العددية نتائج ىامة جدا مفادىا أن الخوارزميات لتوضيح فعالية الخوارزميات المقترحة. أظير
لحل النوع المدروس من جمل المعادلات الخطية. لذا ننصح باستخداميا في تطبيقات تظير فييا  المقترحة سريعة جداً 

 جمل المعادلات الخطية من النوع المدروس. 
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