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ABSTRACT 

 
In this research, we study integral Nikolskii inequality for polynomials       and 

another inequality for the function           for different casesof     ,in the weighted 

space    usinggeneralized Laguerre weights          
 
 ,for both the cases of this 

space     and     ,on all real axis without 0. 
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 مقدمة:
التي تنقسم بشكل عام إلى  ت التكاممية في الفضاءات المنظمةضمن دراسة المتراجحا موضوع ىذا البحثرج يند

 :قسمين رئيسين ىما
 في الفضاء ىذه الدالة  مشتقنظيم  و الدالةالتي تعطي العلاقة بين نظيم التكاممية برنشتينمتراجحة -1

 : تيالآ العام برنشتين الشكلممتراجحة فإن مامنظماً فضاءً  ,فإذا كاننفسو
       ‖    ‖

 
  ‖ ‖  

في  الفضاء  نفسيا الدالةو نظيم   في  الدالةالتي تعطي العلاقة بين نظيم  متراجحة نيكولسكي التكاممية -2
 :لآتياالعام الشكل ليا و   

    ‖ ‖    ‖ ‖   
تركزت الدراسة في ىذا البحث عمى المتراجحات التكاممية لكثيرات الحدود الحقيقية مع الأوزان الأسية وقد 

         وزان لاجير الشييرةأاستخدمنا 
 :لأوزان فرويد المعروفة بالعلاقة  تعميماً  دالتي تع  

  | |       
   

زّن المو    في الفضاء      نيكولسكي لكثيرات الحدودوبشكل خاص توصمنا إلى متراجحة من نوع 
متراجحة تخص الدالة إلى كما أننا توصمنا ,  كامل المحور الحقيقي عمىمستخدمين وزن لاجير المعمم 

ذه ىو الموّزن مستخدمين وزن لاجير المعمم   في الفضاء      وذلك من أجل حالات مختمفة لـ          
 .       المتراجحات تتطابق مع متراجحة نيكولسكي في حالة 

حيث يكون ,    و     في الحالتين لموّزن ا   في الفضاء نتائج ىذا البحثمناقشة تمت 
 . ([3]انظر كمثال ) أىمية خاصة في حل بعض مسائل نظرية تقريب الدوال الحقيقية متراجحات التكاممية لم

 
 :أىدافوالبحث و  أىمية

أىمية ىذا البحث تكمن في استخدام نتائجو في الكثير من مسائل التحميل الرياضي ويشكل خاص في مسائل 
 نظرية التقريب .

 ىدف البحث ىو الوصول إلى متراجحتين من الشكل :
‖      

 
 ⁄ ‖

 
   ‖     ‖ 

 
‖     ‖ 

   ‖     ‖ 
 

 : لآتيةفي الحالات ا
 لممحور الحقيقي .النصف السالب عمى  (1
 . باستثناء الصفر كامل المحور الحقيقيعمى  (2
 .      عندما يكون  (3
      عندما يكون  (4

 
 ⁄    :       . 
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 مواده :طرائق البحث و 
إنّ ىذا البحث يقع ضمن اختصاص التحميل الرياضي وبشكل خاص ضمن نظرية الدوال وىو يممك صيغة 

 .المذكورة أعلاه الطرائق الرياضية المناسبة لموصول إلى المتراجحات  فييانظرية تستخدم 
 

 :النتائج والمناقشة
 : الشرط التي تحقق[   ]القابمة لمقياس عمى المجال الدوالىو فضاء كل    [   ]الفضاء [1](:1تعريف)

∫ |    |     
 

 

 

∫,  ‖ ‖ : أما النظيم في ىذا الفضاء فيو  |    | 
 

 
  -

 

    حيث    
 :الآتي الشكل عمى والنظيم فيو يصبح    يرمز ليذا الفضاء بالرمز    في حالة  و 

‖ ‖       [   ]|    |. 
        سوف نرمز بـ , [   ]  عمى  قابمة لمقياسو عن الصفر مختمفة دالة لتكن[1](:2تعريف )

∫التي من أجميا يكون :      [   ]المعرفة عمى  الدواللفضاء  |   | 
 

 
     . 

∫,    ‖ ‖أما النظيم في ىذا الفضاء فيو:                |   | 
 

 
  -

 

      :    
 والنظيم فيو يصبح بالشكل :        يرمز ليذا الفضاء بالرمز    في حالة  

‖ ‖       
  [   ]

|   | 
 .          إذا كان           ن إبكلام آخر نقول 

 , أما الدالة المعرفة بالعلاقة[3]وزن لاجير        المعرفة بالعلاقةتسمى الدالة (:3تعريف)
         

 .[2]فتسمى وزن لاجير المعمم 
  نضعمثبتة سوف              و من أجل     لتكن : 

   0  
  
   

      
 

 
 
 ⁄
1  ⋃0    

√  

 
     

√  

 
1

 

   

 

 .     و  كبيرة بشكل كافٍ   حيث
  *   يكون     وفي حالة خاصة عندما 

  

   
      

 

 
 
 ⁄
 +. 

 [3]( : 1مبرىنة )
 يوجد ثابت     و   عندئذ من أجل كل كثيرة حدود محققة لما سبق          لتكن 

 : المتراجحة تحققتبحيث         لا يتعمق بـ       

.∫ |(     )   |
 
  

 

 

/

 
 ⁄

  .∫ |(     )   |
 
  

  

/

 
 ⁄

 

 [3]: (2)مبرىنة 
 يكون لدينا :      و    من أجل كل كثيرة حدود 
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.∫ |  
          √ |

 
  

 

 

/

 
 ⁄

  
 

√  
.∫ |           |

 
  

 

 

/

 
 ⁄

 

 .       لا يتعمق بـ  Cالثابت إن  حيث
في الحصول عمى  الاعتماد عميوالذي تم  لذلك سوف نورد البرىان ,أىمية خاصة في بحثنا ىذا لآتيةالممبرىنة

 نتائج ىذا البحث.
 [2](:3مبرىنة )

 .       كثيرة حدود اختيارية و    لتكن 
 بحيث يتحقق:        غير متعمق ب  عندئذ يوجد ثابت 

‖      
 
 ⁄ ‖

 
   .

 

√  
/

 
 ⁄    ⁄

‖     ‖ 
       

‖     ‖ 
   .

 

√  
/

 
 ⁄    ⁄

‖     ‖ 
       

         و  √     حيث 
 وزن لاجير المعمم وذلك من أجل الحالتين: 

 
1  )                   
2 )           

 ⁄  
 البرىان:

  و   حيث  [         ]   نأخذ      و     و   في حالة      

√  

 
√ . 

 من العلاقة :

∫      
  

              ∫   
               

  

   

 عمى:    من أجل  نحصل,    وباستخدام متراجحة ىولدر من أجل 

|         
 
 ⁄ |  .

 

√  
/

 
 ⁄

0 ∫ |     |
   

  

 
 
 ⁄  

√  

 
 ∫ |  

        | 

  

 
 
 ⁄ 1       

 يكون :           من أجل               بما أنَّ 
|               

 
 ⁄ |   

  .
 

√  
/

 
 ⁄

0 ∫ |           |
 
  

  

 
 
 ⁄

 
√  

 
 ∫ |  

              |
 
   

  

 
 
 ⁄ 1      

 ( نحصل عمى:2وباستخدام متراجحة برنشتين في المبرىنة )      عمى المجال  بتمديد التكاملات
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‖      
 
 ⁄ ‖

 
  .

 

√  
/

 
 ⁄

‖     ‖ 
       

 .   ( في حالة  1المتراجحة )وىي 
 نجد:                   ( من أجل 1باستخدام المبرىنة )

‖     ‖ 
  ‖      

 
 ⁄  

  
 ⁄ ‖

  ([
  
     )

  .
 

√  
/

 
 ⁄

‖      
 
 ⁄ ‖

 
 

 نجد: (5)من العلاقة 

‖     ‖ 
  .

 

√  
/

 
 ⁄

‖     ‖ 
       

 .   ( في حالة  2وىي المتراجحة )
 
  و             في حالة    

 يكون كما يمي :2 ))فإن برىان  ⁄ 

‖     ‖ 
 
 ‖|     |

   
|     |

 
‖
 
 ‖     ‖ 

   
∫ |     |

 
     

 

 

 

     .
 

√  
/

      
 ⁄

‖     ‖ 
   

 ‖     ‖ 
  

 ‖     ‖أي أنّ:
  (

 

√  
)

 
 ⁄    ⁄

‖     ‖ 
       

 ( .2( في ىذه الحالة يتم بطريقة مشابية لبرىان المتراجحة )1)برىان المتراجحة 
 أي أنيا صحيحة عمى النصف الموجب من المحور الحقيقي .    نلاحظ أنّ ىذه المبرىنة صحيحة من أجل 

الحقيقي أي عمى النصف السالب من المحور (2( و)1مكرسة لمحصول عمى المتراجحتين ) لآتيةا المبرىنةإن 
 .   عندما

 (:4مبرىنة )
 .       كثيرة حدود اختيارية و   لتكن 

 بحيث يتحقق:         مى لا يعتمد ع  عندئذ يوجد ثابت 

‖     
     ⁄ ‖

 
   .

 

√  
/

 
 ⁄    ⁄

‖     
 ‖

 
       

‖     
 ‖

 
  .

 

√  
/

 
 ⁄    ⁄

‖     
 ‖

 
       

   و       :          √      حيث 
                

وزن لاجير المعمم وذلك من   
 أجل الحالتين:

1)                   . 
2)            

 ⁄ . 
 البرىان:
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    كثيرة حدود اختيارية من أجل  لنأخذ 
ξنجري التحويل   فنتحول بذلك إلى النصف الموجب من المحور الحقيقي ونكتب:    

 
          ξ    

                         
  أصبح لدينا 

 ( يكون:3حسب المبرىنة )بو     كثيرة حدود اختيارية و      

‖  
           

 
 ⁄    ‖

 
  .

 

√  
/

 
 ⁄    ⁄

‖  
          ‖ 

        

‖  
          ‖ 

  .
 

√  
/

 
 ⁄    ⁄

‖  
          ‖ 

        

 .    :        √     حيث 
 لدينا  : xمن أجل العودة إلى المتحول 

            
 
                         ξ    

                          
 
    

     
   أي أنّ:

                
    حيث     
             √     ولدينا :

           √         
                     √      أي:

 :يكون        من  أجل بالتالي 

‖  
           

 
 ⁄    ‖

 
 2∫ |  

           
 
 ⁄    |

  

 

  3

 
 ⁄

 

                            2∫ |  
          

 
  √  

 
 ⁄ |

  

 

  3

 
 ⁄

 

   2∫ |     (    
       

 
) (√  )

 
 ⁄
|
  

  

     3

 
 ⁄

 

   2∫ |        
         

 
 ⁄ |

  

 

  3

 
 ⁄

 

     ‖        
        ⁄    ‖

 
 

  ‖:أن أي 
           

 
 ⁄    ‖

 
 ‖        

        ⁄    ‖
 
        

 من جية أخرى لدينا :

‖  
          ‖ 

 2∫ |  
          |

 
 

 

  3

 
 ⁄

 

                                      2∫ |  
          

 
 |
  

 

  3

 
 ⁄
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                                                                2∫ |     (    
       

 
)|

  

  

     3

 
 ⁄

 

 2∫ |        
    |

 
 

 

  3

 
 ⁄

 
                    ‖        

    ‖
 
 

  ‖أي :
          ‖ 

 ‖        
    ‖

 
       . 

 : (8)نحصل عمى    نجد أنو من أجل      في           بتعويض 

‖     
     ⁄ ‖

 
  .

 

√  
/

 
 ⁄    ⁄

‖     
 ‖

 
 

 .   نحصل عمى المتراجحة      عمى طرفي المتراجحة نفسيا بتكرار الخطوات 
 نجد أن متراجحة نيكولسكي تعطى بالشكل :    و       من المبرىنتين :(1)نتيجة

‖     ‖ 
  .

 

√  
/

 
 ⁄    ⁄

‖     ‖ 
                     

‖     
 ‖

 
  .

 

√  
/

 
 ⁄    ⁄

‖     
 ‖

 
                   

            لدينا: (2)نتيجة
   و  

                
  

       ن فإينزوجيينعدد  αإذا كاننلاحظ أنو 
     

تصبح متراجحة نيكولسكي عمى كامل المحور الحقيقي (1)في النتيجة           منو ومن المتراجحتين و 
 الآتي :الشكل باستثناء الصفر  عمى 

‖     ‖ 
  .

 

√  
/

 
 ⁄    ⁄

‖     ‖ 
                    

 .           مى ثابت لا يعتمد ع  حيث
 . √     ( من أجل حالات أخرى ل 1نيتم فيما يمي بتعميم المتراجحة )

 .       نبرىن في البداية ىذه المتراجحة من أجل    
 أي:  √ب     الناتجة بضرب     ندخل في دراستنا دالة الوزن  من أجل ذلك

     
 
 ⁄       

 
 ⁄       

 
    

 
 ⁄    

 
      

  
         :                                     أن أي 

  
 أيضا دالة وزن لاجير المعممة .وىي 

 (:6مبرىنة )
 .       كثيرة حدود اختيارية و    لتكن 

 :المتراجحة الآتية  تحققتبحيث         بـ غير متعمق  عندئذ يوجد ثابت 

‖       
 
 ⁄
‖
 
  .

 

√  
/

 
 ⁄    ⁄

‖     ‖ 
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 حيث 
 
 وذلك من أجل الحالتين:     

 1     )                          . 
2       )           

 ⁄ . 
 البرىان:
      و      حيث  [         ]   لنفرض  

√  

 
  

      و    و   في حالة 
 ( نصل إلى العلاقة :3في برىان المبرىنة )المتبعو نفسيا بتكرار الخطوات

‖       
 
 ⁄ ‖

 
  

 .
 

√  
/

 
 ⁄

[ ∫ |           |
 
   

 

 

 
 ⁄

 
√  

 
 ∫ |  

               |
 
  

 

 

 
 ⁄

]        

 :لدينا 
                 

 
      

 
 ⁄    

 
  

 
 ⁄       

 
  

 
 ⁄              

 
 
 

 ( نجد:18نعوض في )
‖       

 
 ⁄ ‖

 

  .
 

√  
/

 
 ⁄

[ ∫ |           |
 
   

 

 

 
 ⁄

 
√  

 
 ∫ |  

               |
 
   

 

 

 
 ⁄

]      

 ( نجد:2باستخدام المبرىنة )
‖       

 
 ⁄ ‖

 

  (
 

√  
)

 
 ⁄

[ ∫ |           |
 
   

 

 

 
 ⁄

  
√  
 

 
 

√  
 ∫ |           |

 
   

 

 

 
 ⁄

]      

     بتعويض  
 
 ⁄  ( يكون لدينا:20)في     

‖       
 
 ⁄ ‖

 
 .

 

√  
/

 
 ⁄

[‖           ‖ 
   ∫ |                |

 
   

 

 

 
 ⁄

] 

                                           .
 

√  
/

 
 ⁄

*‖     ‖ 
   +       

 نجد :          من أجل   ىولدر عمى التكامل باستخدام متراجحة 
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   ∫ |           |
 
 |    |    

 

 

 

   (∫ |           |
 
  

 

 
)
 
 ‖    ‖ 

    ‖     ‖ 
  

 ‖     ‖    منو يكون :و 
         

 نجد :     نعوض في 

‖       
 
 ⁄ ‖

 
 .

 

√  
/

 
 ⁄

*‖     ‖ 
   ‖     ‖ 

+ 

       ‖أي أن:
 
 ⁄ ‖

 
   (

 

√  
)

 
 ⁄

‖     ‖ 
        

 .       و                      في حالة  (1)وىي المتراجحة 
 
   و              في حالة    

 :لدينايكون ⁄ 
‖       

 
 ⁄ ‖

 

 

 ‖|       
 
 ⁄ |

   

|       
 
 ⁄ |

 

‖
 
 

 نجد :          باستخدام متراجحة ىولدر  من أجل 
‖       

 
 ⁄ ‖

 

 

 ‖|       
 
 ⁄ |

   

|       
 
 ⁄ |

 

‖
 
 

 ‖       
 
 ⁄ ‖

 

   

 .∫ |       
 
 ⁄ |

 
     

 

 

/

 

 

 ‖       
 
 ⁄ ‖

 

   

 .∫ |     |
 
 |  

 
 ⁄ |

 
     

 

 

/

 

 
 : نجدبتطبيق متراجحة ىولدر مرة أخرى 

‖       
 
 ⁄ ‖

 

 

 ‖       
 
 ⁄ ‖

 

   

 .∫ |     |
 
     

 

 

/

 

 ‖     ‖  

   ‖       
 
 ⁄ ‖

 

   

 ‖     ‖ 
  

 نجد :     منو ومن المتراجحة 

‖       
 
 ⁄ ‖

 

 

     .
 

√  
/

   
 ⁄

‖     ‖ 
   

 ‖     ‖ 
  

 أي أن :

‖       
 
 ⁄ ‖

 
   .

 

√  
/

 
 ⁄    ⁄

‖     ‖ 
        

    و              في حالة(1)وىي المتراجحة 
 .         و⁄ 

      من أجل  (17)والمتراجحة  (1الآن سنقوم بتعميم المتراجحة )
 
 ⁄      :       

 حيث:    من أجل ذلك نعرف  دالة وزن جديدة  
     

 
 ⁄    ⁄       

 
 ⁄    ⁄       

 
    

 
 ⁄    ⁄    

 
      

  
         :أن  أي

 ىي أيضا دالة وزن لاجير المعممة .و  
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 (:7مبرىنة )

 .       كثيرة حدود اختيارية و    لتكن 
 بحيث يتحقق:         ـغير متعمق ب عندئذ يوجد ثابت 

‖      
   ⁄ ‖

 
  .

 

√  
/

 
 ⁄    ⁄

‖     ‖ 
        

    حيث 
 
 ⁄ 

 وذلك من أجل الحالتين:
(1                  . 

(2           
 ⁄ . 

 البرىان:
  و            و   في حالة      

 ( نصل إلى العلاقة :6المتبعو في برىان المبرىنة ) نفسيا بتكرار الخطوات
‖      

   ⁄ ‖
 

  .
 

√  
/

 
 ⁄

[ ∫ |           |
 
   

 

 

 
 ⁄

 
√  

 
 ∫ |  

           
    |

 
  

 

 

 
 ⁄

]

 .
 

√  
/

 
 ⁄

0‖     ‖ 
 
√  

 
  1          

 
 لدينا :

       
          

 
  

 
 ⁄     

 
 ⁄    ⁄    

 
  

 
 ⁄       

 
  

 
 ⁄              

 نجد:   نعوض في 
‖      

   ⁄ ‖
 
  

 .
 

√  
/

 
 ⁄

[ ∫ |           |
 
   

 

 

 
 ⁄

 
√  

 
 ∫ |  

               |
 
  

 

 

 
 ⁄

]      

 
 ( نجد:2المبرىنة ) من

‖      
   ⁄ ‖

 
  

 .
 

√  
/

 
 ⁄

[ ∫ |           |
 
   

 

 

 
 ⁄

  
√  

 
 
 

√  
 ∫ |           |

 
  

 

 

 
 ⁄

] 

     منو ومن كون 
 
 ⁄    ⁄  يكون لدينا:    
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‖      
   ⁄ ‖

 
  

 .
 

√  
/

 
 ⁄

[‖           ‖ 
   ∫ |             

 
 ⁄    ⁄ |

 

  
 

 

 
 ⁄
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 .
 

√  
/

 
 ⁄

*‖     ‖ 
    +       

 :أن نجد           من أجل    باستخدام متراجحة ىولدر عمى التكامل 

  
  ∫ |           |

 
 | 

 
 ⁄    ⁄ |

 

   
 

 

 

 .∫ |           |
 
  

 

 

/

 

 ‖ 
 
 ⁄    ⁄ ‖

 

 

   ‖     ‖ 
  

 ‖     ‖     منو يكون :                   و 
         

 :أن ينتج      و    من 

‖      
   ⁄ ‖

 
   (

 

√  
)

 
 ⁄

‖     ‖ 
        

       و                      في حالة  (1)وىي المتراجحة 
 
 ⁄   . 

   و              في حالة    
 :لدينا ⁄ 

‖      
   ⁄ ‖

 

 

 ‖|      
   ⁄ |

   

|      
   ⁄ |

 

‖
 
 

 
 :واستخدام متراجحة ىولدر مرتين نجد أن( 6في ىذه الحالة من المبرىنة ) بتكرار  الخطوات المتبعة

‖      
   ⁄ ‖

 
   .

 

√  
/

 
 ⁄    ⁄

‖     ‖ 
        

    و              في حالة (1)وىي المتراجحة 
    و⁄ 

 
 ⁄ . 

 (:1ملاحظة)
 في حال كان 

 
 

 

 
 ( .3فإننا نحصل عمى المبرىنة ) 

 (:2ملاحظة)
 ( .6نحصل عمى المبرىنة )    في حال كان 

 
 الاستنتاجات والتوصيات:

نيكولسكي من أجل كثيرات الحدود ويمكن أن توصمنا في ىذا البحث إلى إثبات بعض المتراجحات من نوع 
 أسرة أخرى . ةنثبت ىذه المبرىنات من أجل أسر أخرى من الدوال مثل أسرة الدوال الصحيحة أو أي
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