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����  ABSTRACT   ���� 

 
In this research we will find a law of the large numbers for random convex – concave 

closed functions , and generalize some results related to lower semi- continuous functions 

to similar results concerning the convex– concave functions , and that will be done with 

using the parent convex functions and the Mosco-epi \ hypo-convergence . 
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: ��'�  
 ,�0=�� ������ ���=
 ��� >�-�� ��	�� ()&
� �� �������
� ?�-��-�� ������ �� *��  (�&�� ���
�

������ ������ ��
�	� ��� ��@ . ��� ��1874 ) (��&��& �-���� �E����� �)�&1821G1894 �I��) *�+ (
 4���� J�- ������
�	�� ��0�,  ��� ���1975  �� �� ���,Artstein Vitale ]2[  *�� ��
�	�� ��� �-���
������� ,���� � �)��&� ��@,Artstein Hart ]1[ -�� �	� �M  ���1981 ������� ,���� � *��  , ���+ + N� 

������Hiai]11[ -��� ��� O& *��������� ,���#&�  ���1984 .  
 �E���� ��	�� �� ���/�� ,��
-�� �� ���/&-� P�#)�� ��	�� ���-� Q��� ?��� �
���� 4�� ����&�� �0=

����� 4�� ��0R�epigraph :  
{( , ) / ( ) }epif x r X R f x r= ∈ × ≤  

����� ,�& ��0R� ���/&-� *�=��� ��	�� ���-� �=�
� ��� Q��� ?��� �
���� ,�& ����&���hypograph:  
{( , ) / ( ) }hypo f x r X R f x r= ∈ × ≥  

���  N�&,  �0
�� 4�R ���� �� �	�J� T& ,�)@�Q��  ���������/&-� �0
�� 4�� ,���� �, �+ �-��� ,N�& 
��������� ������ ������ ������ ��
��  ()
��*
��� �� ���&-�  U� ��� ��������,Attouch Wets  ���1991 [8] 

����/&-� �
���� 4�� ��-�� 5��	& *��� V����  V���0R� .   
 1�� ��� T�'� ���0R� ����� ,�&� ����� 4��  ������ ������ Q��� ?��� �
���� ,�&/4�� ����&�� W�
�– 

 ,�&/4�� 5��	&�� �X� ����  ����R� 4�/ *�+ P�@ ��� ,���	��� G  ,�&/4�� ����&�� , �
���� G  ,�
���� 4&����
 ,�&/4��G �
���� ,�&/4�� >� �� ,G  ,�
���� ,�&/4�� 5�E��G �� M�� *
& ��� , Y�� .... �
���� ����R�

 �0)��/� ������ M�� �X� �-��� �� ���E����� �� ������[4,5,6,9] .  
  

:D5�E?� ����� ���E?  
 ������ ��������� ������ ������ ������ ��
�� �� �+ *�+ ���� (�0�–  ���� ����@ ���&� , �	�#��� ���	���

 ��	�� ���-� %� ��� ,���X��� ���=
 �� O&�	�J& �[/ �� J�	
�� 5��	& �-��� �� 1���� *�=���/P�#)��
. �� �-��  

 
: F����� ����� G ��C 

� ��-�-�� ����R���� (����&�� %� �J�
�
���� 4�� ����&�� 4��&& �&� ��������� �������,  ��/&-
�
�� ��&��� 4�J��� ���� �� ����R���  ,�&/4�� ����&��– �
����  �
�)� �&�� '��&
�� ���� ��. �0���  

.1 :  ���
�? ��E
<�� H��
��  
 \��
5����� ����&�� �)�
� %� � )convex analysis( [3,7,10,14] . 
����( ),X τ �J/ � ���& W�E� � ,( )* *

,X τ ?�
X�� MW�E�  ��&��:f X R→   *�� ����� ����
X    �� �0��� �/^&�R.  

• ������ ���& f���� ,
�� ��+ epif�� ���� ���� � X R×. 
• f )*
��� �� ���&-� ()
 ����. .l s c,
�� ��+ ( epif. �	�#� ���� � 
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• f ���� ����
 �)�/ �@ )proper( ,
�� ��+ epif���/ ��I ���� �. �   
• ���&f ���	� ����( )concave  ,
�� ��+ J	�� ��+ ( )f− . ���� 
•  T� ������ �	������ ������ _��f _����*f : ����� (��&� 

* *:f X R→ 
( ){ }* * *( ) sup ,f x x x f x= −  

     ,
�� W��- ���� ���� ���f  ���� ,-�� �@ �������.,. �)�
� �� ��J/�� �
X�� _���
*,X X.  

•  T������� ���#)�� J�	
�� ���� �� _�� f  _���� arg min f : ���&�� ����� (��&� 

( ) ( ){ }arg min | inf
x X

f x X f x f x
∈

= ∈ =  

• %�R
X � `�
� W�E�{ }: ;n
f X R n N→ ∈  ������ �� ����&&� a���
� :  

i. ( )n
f  ���&-� O�( )equi continuous−  ��0x :J���� 4	�& ��+ 

���0ε > � ��0rε >  ��� ���� ���n N∈ �0( , )x B x rε∈ : �!�  
( ) ( )0

n n
f x f x ε− ≤  

��� �		�� ��)�/�� M�� ,
�� ���ٕ�x X∈ ���&( )n
f  ���&-� O��� *��X .  

 %�R
 : �=�[�( ) ( )
0

0
sup ( )n n

x x r

f x f x r
− ≤

− = l  

ii. ( )n
f ���-� O�( )equi coercive− � ��� ,� � ��+: R Rθ + +→  >�lim ( )

t
tθ

→+∞
= +∞

 
 ���

 �� � @ �� ����n N∈  ���x X∈  N�!� : 
( )( )

n
f x xθ≥  

•  �� ��	
� ����� ����&&�{ }: ,n
g R n NΧ → ∈ @ 5��	&& �0
������ �� ����� 4�� ��0R� 4��

:g RΧ → 4	�& ��+  ��J����:  
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

, : lim inf

ˆ ˆ, : lim sup

n

n n
n

n

n n
n

i x X x x g x g x

ii x X x x g x g x

τ

τ

→∞

→∞

∀ ∈ ∀ → ≥

∀ ∈ ∃ → ≤
  

 � T� d 5��	&�� ��0� _��lim n

n e
g g= �@  V���)&/� en

g g→.  

• ��� ��+X � `�
� W�E�� �-���
{ }: ,n
g R n NΧ → ∈ ������ �� ����&&�  ���&-��� ()
� ������

 ��	
 , *
��� ��@ N�n
g 4�� 5��	&& ��0R� ��-�� G ��
 �
���� 4��g ��J���� 4	�& ��+: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

, : lim inf

ˆ ˆ, : lim sup

w n

n n
n

s n

n n
n

i x X x x g x g x

ii x X x x g x g x

→∞

→∞

∀ ∈ ∀ → ≥

∀ ∈ ∃ → ≤
  

���( )w s *�� ������� (�R��E��) ���	�� �� ���&��X.  
 T��_���� 5��	&�� ��0� _��lim n

e
g M g= − _���� �@ M en

g g
−→.  
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•  T��
���� 4�� e�� ��� (\��( )epi sum− ��&����� ��&�����, :f g X R→ : ����&�� ��[��� 

( )( ) ( ) ( ){ }

( ) ( ){ }
,

inf

inf

e u X

u v X
u v x

f g x f u g x u

f u g v

∈

∈
+ =

+ = + −

= +
  

•  T��
���� 4�� W�� �� (\�� ( )epi multiplication− ������ � �����:f X R→  ���0λ > 
��[��� : ����&�� 

( ) ( ) ( )1*
e
f x f xλ λ λ−=  

 T ���f�&@ �� �� ���G ] Q&��7: �@ [  
(1     ( ) ( ) ( )s s s

e
epi f g epi f epi g+ = +  

2     (( ) ( )*
e

epi f epi fλ λ=  

 : ���{( , ) / ( ) }
s

epi f x r X R f x r= ∈ × <  
  

 �=�
� ����& (������� ��
���� ,�& ,�������:  
•  T��
���� ,�& e�� ��� (N�� ( )hypo sum− ��&����� ��&��	���,f g : ��[��� 

( ) ( ){ }

( ) ( ){ }
,

sup

sup

h

u X

u v X
u v x

f g f u g x u

f u g v

∈

∈
+ =

+ = + −

= +

  
•  T���
���� ,�& W�� �� (\��( )hypo multiplication− ������ ���	���g ���0µ > : ����&�� ��[��� 

( ) ( )1*
h

g x g xµ µ µ − 
= 

   
�J�
  �
���� ,�&/4�� ����&�� ����R� %� �g�:[6,9,12,16] 
 ��&� , :L K X Y R× → *�� ����� ���� X Y×  �� �0��� �/^&� R���Y � ���& W�E� .  

• ���& ������ L ����–  .�
�X�� ���&��� �-
�� ���	�� ���� ���&��� �-
�� ���� ,
�� ��+ ���	� 
•  T& N�� ������ ������ ������ ( Lf ( )  upper marginal function  ������ L: ����&�� ��[��� 

( )sup , ; :L L
y Y

f L x y f X R
∈

= →
  

•  T& N�� ��
��� ������ ������ (Lg ( )  lower marginal function  ������L : ����&�� ��[��� 
( )inf , ; :L L

x X
g L x y g Y R

∈
= →  

•  T������� ,
�� ��+ ON
@ ���L  ����–  ������ ������ ������ ���& a���
� ���	�Lf  ������ ���&� ���� ����
��
��� ������Lg . ���	� ���� 

• ���&  �J	
��( ),x y  �� �- �J	
( ) saddle point  ������ L : ���&�� J���� ,		� ��+ 
( ) ( ) ( ) ( ), , , ,L x y L x y L x y x y X Y≤ ≤ ∀ ∈ × 
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•  T� ������  �� �-�� J�	
�� ���� �� _��L  _����arg min max L : ����� *J�&� 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }arg min max , | , , , ; ,L x y X Y L x y L x y L x y x y X Y= ∈ × ≤ ≤ ∀ ∈ ×    
•  T& N�� ������ �
��	�� ������ (( ) parent convex LF ������L  ���*

:LF X Y R× →  : ��[��� 

( ) ( ){ }* *, sup , ,
L

y Y

F x y L x y y y
∈

= +  

•  T& N�� ���	��� �
��	�� ������ (( ) parent concave  LG  ������L  ���*
:LG X Y R× → :��[��� 

( ) ( ){ }* *, inf , ,L
x X

G x y L x y x x
∈

= −  
    ���0- ���T�  N�@

L
F *�� ���� ����*X Y× �

L
G *�� ���	� ����*X Y× .  

• ���&  ������L   ��� ��+ �	�#�*

L LF G= −    �*

L LF G= − ���* *,G F  ��&	������ ��&����� ���
��&�����,G F .5�&�&�� *�� 

• ���&,L K &�����&����&� �R
 ��0� ��� ��+ �
��	�� ������ Q. � 
• ����,X Y  � ���-���
� `�
� ?W�E�{ }: ;n

L X Y R n N× → ∈ ������ �� ����&&� ������G ���	���
 , �	�#��� N�@ ��	
 ����&&���{ },

n
L n N∈ 4�� 5��	&& ��0R� ��-�� G ��
 �
���� ,�&/4��L:,		� ��+  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

, , , : lim sup , ,

, , , : lim inf , ,

w s n

n n n n
nn n

w s n

n n n n
nn n

i x y X Y y y x x L x y L x y

ii x y X Y x x y y L x y L x y

∀ ∈ × ∀ → ∃ → ≤

∀ ∈ × ∀ → ∃ → ≥

 T��5��	&�� ��0� _�� : �����\ lim n

n
L M e h L= − =  V���)&/� �@/M e hn

L L
−→ .  

 ���� �� Rockafellar ]16 V�E�@� [, ,Attouch Aze Wets ]4[ �	& 1�
� �^ () �� ����� ���� �
������ ������ – ���	��� : ��&g� �
����� 1�� 7E&� � �0� �	������ ������ �
��	�� ������ ��� �	�#���   
�%E���1  1. : [4]   
� ���,X Y  � ���-���
� `�
� ?W�E� ��&�{ }: ;n

L X Y R n N× → ∈  ������ �� ����&&�  

 ������– ��&�� �	�#��� ���	��� �� �0� �	������ ������ �
��	�� ������ ����&&� { }*: ;n
F X Y R n N× → ∈ 

�����&� ���&g� ��J���� a���
�: �  
)

)

/M e hn

M en

i L L

ii F F

−

−

→

→
  

    
•  T� N�� ,�&/4�� e�� ��� (G )  �
����|   epi hypo sum−��&����� (  ��&�����– � �&��	���,L K 

: ����&�� ��[��� 

( )( ) ( ) ( ){ }

( ) ( ){ }
1 2

1 2
1 2

1 2

|

1 1 2 2
, ,

, inf sup , ,

inf sup , ,

e h u X v Y

u u X v v Y
u u x v v y

L K x y L u v K x u y v

L u v K u v

∈ ∈

∈ ∈
+ = + =

+ = + − −

= +
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•  T� N�� ,�&/4�� W�� �� ( G ) �
����|   epi hypo multiplication−( ������ ������G ���	���L  �����
0λ > :��[���  

( )( ) ( )1 1

|
* , ,

e h
L x y L x yλ λ λ λ− −=  

  
 �%E���2  1. :]17[  
 _��
�X Y

R
×  ������ ������ ���� ��– *�� ������� ���	���X Y× �� �0��� �/^& �&���R ��
�� a���
�

( )
|

,
X Y

e h
R

×

+ . �����& ���_ O� ���&  

  
 �%E���: 1. 3 ]17[  
 ��&�, :L K X Y R× →  ��&����� �� �� ,
�� ��+ a���
� ,,L K  ���� ����– ������ �!� ���	�

|e h
L K+  ���� ����–  �� � @ �� V�E�@� , ���	�0λ >  ������ ���&

|
*

e h
Lλ  ���� ����– . ���	�  

  
 �%E���4  1.: [13] 
 ��&�:L X Y R× →  ���� ����–  �	�#� , ���	� J����� 4	�&: ����&��  

i.  � ��1y Y∈     ���( )1.,L y               . �)�/ ���� 
ii.  � ��2y Y∈     ���( )2.,L y          . ���-� ���� 

             : a���
�        ( ) ( )inf sup , sup inf ,
x X x Xy Y y Y

L x y L x y
∈ ∈∈ ∈

=
  

  
 �&�
- �@ �g�( ,|| . ||)Χ � ,�)R�� ��� �=
� �J/ W�E�Β �� ���� �	�Χ ��������-^  ,���� ���
 �� ���&R���Χ� ,µ  *�� ����&�� Q��� ��	�� W�ER�� Q( ),Ω Λ �+Λ *�� ��& � Ω.

   �J�
- ��������� ,���� ��� ��� ����R��� %�[8,15].  
•  4�J&�� ���� 

( )

:

ω ω

→

→Γ Ω Χ

↔ Γ
  

 �� ��	
4 �J&�� ��� ���� �Γ ���� � �0
@ �������  �	�#�( )  Random Closed Set 
�� ��+,
( )ωΓ �	�#�  ��& ��0�ω  ����:  

( ) ( ){ }1 : \G Gω ω−Γ = ∈ Ω Γ ≠ ∅ ∈ ΛI  
 ��& ��0�G ⊂ Χ . ���&R� ���� �  

•  ��� ��+F �� �	�#��� ���_ �� ,���� ��� ()Χ  �	��� �!�δ *��F  () ������ ��&�� � �� ��
: ����� �� ,���� ���  

{ }{ } ( )\ : ; ....... 1GD F D G F G openφ∈ ≠ = ⊂ ΧI  
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•                     Q��	�� ��	�� 4�J&�� ����: Fγ Ω →  
 �	�#��� ��������� ���� ���d ������ ��&�� � �� ���� a���
�( )ωΓ  :��( )1γ δ−

ΓΛ = �+ δ ��  
     ���� ��� ������ ��&�� � ��1).(  

•  ��������� ���� ��� J&���� >�_�&��( )ωΓ  d O� _���ΓΡ :����� (����  
   ( ) ( )1

G
F Gµ −

Γ
 Ρ = Γ   ���&R� ���� � ���G X⊂ .  

• ���&1 2,Γ Γ  ��&	�#� ��&������ ��&��� ��&�	&-�� ( )Independent ��+���&�� �� �� ,
��  �������
:?@ ��	&-� ��0  

( ) ( ) ( )
1 21 2 1 2 1 2, .A A A A A Aµ µ µΓ Γ∀ ∈ Λ ∀ ∈ Λ ⇒ =I  

���& *&�� �)�
�G �� ��-@ ������� ,���� ��� �	�#��� �� G  ��	&-� ,���� ��� M�� ���& �@ 5 � ��	&-�
.*
X� *
X�  

•  ���&��-@ �� 4�J&� ��� ��_�� �	�#��� ��������� ,���� ���( )Identically >�_�&�� QR
 , &
@ ��+
 *��( ),F δ  , ���δ ) ���� ��� ������ ��&�� � �� ��(1.  

•  ���&�	�#��� ��������� ,���� ��� �� ��-@iid 4	�& ���)�
� ,
�� ��+  >�_�&��� �[	&-h� �&)�/
.4�J&���  
•  ������ ���&{ }:f RΧ × Ω → ∞U   ��&-� ()
 ������� ����*
��� �� �

(  . . . )Random l s c function ��� ��+  4������ � �0
�� ������� �	�#� .  4�J&�� ��� ���� � ���& ?@
( )., :epif Rω ω →

→Ω Χ×a                                                .�	�#� ������� ���� �  
    ����� ���� ��	& �� �� 1���W�ER�� ��( )SC Χ ������ ()). . .l s c *�� �������ΧW�ER�� ��� ( 

(�i��� �� �	�#��� ���_ �� ,���� ��� ��RΧ ×  .  
• ,
�� ��+f � ���� �!� *
��� �� ���&-� ()
 ������ J&���� >�_�&�� �� �0��_�&:?@ �0
�� 4�R 

f epifΡ = Ρ  
������ ��&�� � �� �� �0 ������ ��&�� � ��� :?@ �0
�� 4�R  

f epifΛ = Λ  
• ���& ��	&-� *
��� �� ���&-� ()
�� ��������� ������ �� ���� �  V��
��( )Epi Independent−  ��+

.��	&-� �	�#� ������� ,���� � �0&�
�� 4�� ,
��  
• �& ��������� ������ �� ���� � �� ()
�� ��_�� *
��� �� ���&-�&� ��� V��
�� 4�J

( )Epi Identically− 
�� 4�� ,
�� ��+�0&� 4�J&� ��� ��_�� .  
• ��������� ������ �� ���� � ���& . .l s c  �)�/ 4	�&epi iid−  ���)�
� ,
�� ��+4	�&  �&)�/

�)�/ 4	�& �0&�
�� 4�� ���� � �@ V��
�� 4�J&��� >�_�&��� �
���� �[	&-h�iid. 
• �  @ ��f � ������ ����. .l s c * �� �����X × Ω d  ���
-Ef ������ >��&��

( )expectation functional ������f :  
( ) ( ) ( ): ,Ef x f x dω µ ω

Ω

= ∫
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•  N��T������� �
���� 4�� ����&�� (:f X RΩ × → ]19 [: ��[���  
( , .) ( ) : ( , .) ( )epi f d epif dω µ ω ω µ ω

Ω

= ∫      

�+  
( ) ( ) ( )( , ) { inf ( , ( )) ; ( ) }f x d f u d u d xω µ ω ω ω µ ω ω µ ω

Ω Ω

= =∫ ∫
  

 *�-&��������      (epi integral)− : ����� �0	���� *J���   
( )( )

* * * *( ,.) ( ) ( , ) ( )f d x f x dω µ ω ω µ ω
Ω

= ∫
   

� ��&��=
������� ������ ��
�� ��&g� �  ��������� ������ �� ����&&�� ()
��. *
��� �� ���&-�  
  

��K%�5   1.: [8]   
���� X  �-���
� `�
� W�E� V[�� �  �)R��( ), ,µΩ Λ  VW�E� ����&�� V� , ��&��

{ }: ;nf X R n N×Ω → ∈ �������� ������ �� ����&&� � ()
�� *
��� �� ���&-��		���� ��)�/��
epi iid− , ��� ���	& ��� ω∈Ω &���  ������ ( ),

n
x f x ω→���&
� *�+ ( )0SCC X  ) ������ ��-@

*
��� �� ���&-� ()
��� �)�/��(   
 a���
� ���� ���� �� �� ���	& :   

( ) ( ) ( ) ( )1 11
* ., ..... ., .,M en

e e e
f f f d

n
ω ω ω µ ω− + + →

 
    

  
: ��&
%���� M 
�%��  

. �����&� ��������� ������ ��� ����R��� %� �J�
-  
dd _��
( )CCF

L X Y× ������ ������ ()�– *�� ������� �	�#��� ���	���X Y× �� �0��� �/^&�R  
•  ������ �� ��	
:L X Y RΩ × × → @���� �0
G : ��J���� 4	�& ��+ �	�#� ������� ���	�  
i. � @ �� �� ω ∈ Ω  ����( , ., .) ( )

CCF
L L X Yω ∈ × 

ii. ������*:F X Y RΩ × × → ������ �
��	��L . *
��� �� ���&-� ()
 �������  
• � ���,X Y �  ���-���
� `�
� ?W�E�1 2, :L L X Y RΩ × × →  ��&	�#� ��&������ ��&���  

�1 2,F F 
��	�� ������������ ������ �1 2,L L . 5�&�&�� *��  
    a���
��&����� ���&�1 2,L L |epi hypo iid−  ��+��+ J	�� ,
��1 2,F F epi iid− .  

• ������ ��&�:L X Y RΩ × × → dd� �
���� ,�&/4�� ����&�� (��
L:��[��� 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( , , ) inf sup , ( ), ( ) ; ( ) & ( )L x y d L u v d u d x v d yω µ ω ω ω ω µ ω ω µ ω ω µ ω
Ω Ω Ω

 
= = = 
 

∫ ∫ ∫
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 �%E���1 2. :  
    � �&�:L X Y RΩ× × →  ���� ����–  �� � @ �� ��� ������� ���	�ω ∈ Ω  ���&

( ),.,.L ω  �
����� J���� �		��1.4  a���
� *J�& ������ ��������� ������ �
��	�� ������  ( ),.,. ( )L dω µ ω    
:��[���  

( )* *

( ) ( )

( , , ) inf , ( ), ( )
x u d

x y F u y d
ω µ ω

ω ω ω µ ω

Ω

=
Φ =

∫
∫  

������:
 
  

{ }* *

*

( ) ( ) ( ) ( )

*

( ) ( ) ( ) ( )

( , , ) sup ( , , ) ( ) ,

sup inf sup ( , ( ), ( )) ( ) ,

sup inf sup ( , ( ), ( )) ( ) ,

y Y

u d xy Y v d y

u d xy Y v d y

x y L x y d y y

L u v d y y

L u v d y y

ω µ ω ω µ ω

ω µ ω ω µ ω

ω ω µ ω

ω ω ω µ ω

ω ω ω µ ω

∈

=∈ = Ω

=∈ = Ω

Φ = +

  
= + 

∫ ∫ 

  
= + 

∫  ∫ 

∫

∫

  

             : >E
�( ) *

( ) ( )

, , sup ( , ( ), ( )) ( ) ,
v d y

u y L u v d y y
ω µ ω

ϕ ω ω ω ω µ ω
= Ω

= +
∫

∫  

 ������ N�+( ), . , yϕ ω  �� ����� ?��� ([I �� ���� ��( )XΓ ()
� ������ ������ ��-@ )
( �)�/��� *
��� �� ���&-���  ��� ���&���ω ∈ Ω  ����( ) ( ), . , y Xϕ ω ∈Γ  J���� 4	�&� ?@( )i  ��

 �
�����1.4 .  
 ��� P�/@ �0  ��ω ∈ Ω : �
���  

( ) *
, , ( , ( ), ( )) ( ) ,u y L u v d y yϕ ω ω ω ω µ ω

Ω

≥ +∫  

 >E�1v y y= =  '&
��  
( ) *

1 1 1, , ( , ( ), ( )) ( ) ,u y L u y d y yϕ ω ω ω ω µ ω
Ω

≥ +∫  

 ��� ��E�� >� �� ��&��� M�� �$�&( ),.,.L ω  �
����� J��� 4	�&1.4  N�@( )1, x,x yϕ ω→  ����
 J���� 4	�& ?@ ���-�( )ii  �
����� ��1.4  �
����� 4�J& �

��� ���&���1.4 : �����  

( ) ( )sup inf ,.,. inf sup ,.,.
X XY Y

ϕ ω ϕ ω=  

* *

( ) ( ) ( ) ( )

*

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( , , ) inf sup sup ( , ( ), ( )) ( ) ,

inf sup sup ( , ( ), ( )) ( ) ,

inf sup ( , ( ), ) ( )

u d x y Y v d y

u d x y Y v d y

u d x y Y

x y L u v d y y

L u v d y y

L u y d

ω µ ω ω µ ω

ω µ ω ω µ ω

ω µ ω

ω ω ω ω µ ω

ω ω ω µ ω

ω ω µ ω

Ω
Ω

Ω
Ω

Ω

= ∈ = Ω

= ∈ =Ω

= ∈ Ω

 
 

Φ = + 
∫  ∫

 

 
 

= + 
∫  ∫ 

=
∫

∫

∫

∫
*,y y

 
+ 
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( )

( )

*

( ) ( )

*

( ) ( )

inf sup ( , ( ), ) , ( )

inf sup ( , ( ), ) , ( )

u d x y Y

u d x y Y

L u y y y d

L u y y y d

ω µ ω

ω µ ω

ω ω µ ω

ω ω µ ω

Ω

Ω

= ∈
Ω

= ∈Ω

 
= + 
∫  

= +
∫

∫

∫
  

: O
��  
* *

( ) ( )

( , , ) inf ( , ( ), ) ( )
u d x

x y F u y d
ω µ ω

ω ω ω µ ω

Ω

=
Ω

Φ =
∫

∫         5��J��� ���■  

  
�%E��� 2 2. :  
    ������ ������ ��-@ ��&� G  ���	���{ }1,...., : ;n

L L X Y R n N× → ∈  ������ M�� �� �� ���
 �
����� J��� 4	��1.4 : a���
�  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2

1 1/ /

* * * *

...
, ., ., .... .,n n

e h e h
L L L L L Le e

F x y F y F y F y x
+ +

 = + +
  

  

    ���
1e

+ ���&��� �-
�� �
���� 4�� e�� ��� �
��x .  

:������  
.�E����� W��	&-h� ���=
�� M�� ���
-  

� @ �� ��[��� ��) ���
 2n =:  

( )( ){ }
( ) ( ){ }{ }

( ) ( ){ }

1 2

/

* 1 2 *

/

1 2 *

1 2 *

( , ) sup , ,

sup inf sup , , ,

sup inf sup , , ,

e h
L L e hy Y

u Xy Y v Y

u Xy Y v Y

F x y L L x y y y

L u v L x u y v y y

L u v L x u y v y y

+
∈

∈∈ ∈

∈∈ ∈

= + +

= + − − +

= + − − +

  

      : >E�              ( ) ( ) ( ){ }1 2 *
, sup , , ,

v Y

u y L u v L x u y v y yϕ
∈

= + − − +  

 ������ N�@ =�[
( )., yϕ  ([I �� ���� �� ����� ?���( )XΓ  ���&���( ) ( )., y Xϕ ∈Γ  4	�& ?@
 J����( )i  �
����� ��1.4 .  

 �0  ��: P�/@         
  

( ) ( ) ( )1 2 *
, , , ,u y L u v L x u y v y y y Yϕ ≥ + − − + ∀ ∈  

 >E
1v y=  �/^
�1 2y y y= +  
 '&
�      :               ( ) ( ) ( )1 2 *

1 2 1 2 1 2, , , ,u y y L u y L x u y y y yϕ + ≥ + − + +  
 >� ���/�� �� ��&��� �$�& ��� ��E��1 2

,L L  �
����� J��� ��		��1.4  ������ N�@
( )1 2,x x y yϕ→ +  J���� 4	�& ?@ ���-� ���� ��( )ii  ��1.4  �
����� M�� 4J
 �@ ���� ���&���

: 5&�
�  
sup inf inf sup

u X u Xy Y y Y

ϕ ϕ
∈ ∈∈ ∈

=  
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: O
��  
( ) ( ){ }1 2

/

* 1 2 *( , ) inf supsup , , ,
e h

L L u X y Y v Y

F x y L u v L x u y v y y
+ ∈ ∈ ∈

= + − − +  

( ) ( ){ }1 * 2 *inf supsup , , , ,
u X y Y v Y

L u v v y L x u y v y v y
∈ ∈ ∈

= + + − − + −  

( ) ( ){ }

( ) ( ){ }

( ){ } ( ){ }
2

2

1 * 2 *

1 * *

1 * *

inf sup , , sup , ,

inf sup , , ,

inf sup , , ,

u X v Y y Y

Lu X v Y

Lu X v Y

L u v v y L x u y v y v y

L u v v y F x u y

L u v v y F x u y

∈ ∈ ∈

∈ ∈

∈ ∈

 
= + + − − + − 

 

= + + −

= + + −

  

( ) ( ){ }

( ) ( ) ( )

1 2

1 2 1 2

1/

* *

* * *

inf , ,

( , ) ., .,
e h

L Lu X

L L L Le

F u y F x u y

F x y F y F y x

∈

+

= + −

 = +
  

  

 � @ �� �		�� ��[����2n = .  
 � @ �� ��[��� ��) %�R
1n − :?@ 1 2 1 1 2 1

1 1/ /
...

....n n

e h e h
L L L L L Le e

F F F F− −+ +
= + +  . �		��  

 � @ �� ��[��� ��) ���
�n .  
 �@ ��

/e h
+ ����� & �
����� 5-� 2 1.  �!�  

1 2 1 1

/ / / / /
... ( .... )n n n

e h e h e h e h e h
L L L L L L

F F −+ + + + +
=  

���� ����� �
���� ,�&/4�� e�� ��� �@ ��� G ���� ���� �� ���	�G ���	� �
����� 5-�3  1.  ��[����
 � @ �� �		��2n = :�!�  

1 2 1 1

1/ / / /
... ( .... )n n n

e h e h e h e h
L L L L L Le

F F F−+ + + +
= +  

 � @ �� �		�� ��[����1n −  
         : O
��                 1 2 1 2

1 1/ /
...

....n n

e h e h
L L L L L Le e

F F F F
+ +

= + +            5��J��� ���■  

  
�%E���  2. 3:  
 ��&�:L X Y R× → ���� ����G : a���
� ���	�  

( ) ( ) ( )
1

/

* *

1
*

1
, * .,

e h

L
eL

n

F x y F y x
n

 
=   

  

:������  

( ) ( )

( )

/

* *

1
/*

*

1
, sup * , ,

1
sup , ,

e h

e hL y Y
n

y Y

F x y L x y y y
n

L nx ny y y
n

∈

∈

  
= +  

  

 
= + 
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( ) ( ){ }

( ) ( ) ( )

/

1

* *

1
*

* *

1
, sup , ,

1 1
, * .,

e h
L y Y

n

L L
e

F x y L nx ny ny y
n

F nx y F y x
n n

∈

= +

 
= =   

  

 5��J��� ���■  
: ��&g� � �&
�� ��&	�-�� ��&
����� �� '&
�  

 ����%2. 4 :  
������ ������ ��-@ ��&�G  ���	���{ }1,...., : ,n

L L X Y R n N× → ∈ 4	�� ������ M�� �� �� ���
 �
����� J���1.4 : a���
�  

( )
( ) ( ) ( ) ( )( )( )1 2

1 2
1 1 1

/ / /

* * * *

1
* ...

1
, * ., ., .... .,n

n

e h e h e h

L L Le e eL L L
n

F x y F y F y F y x
n+ +

= + +  

  
���K% 5 2. :  
    � ���,X Y `�
� ?W�E� ���-���
� �)R�� ����� �  ,( ), , µΩ Λ ��&�� ����&�� W�E�

{ }: ;n
L X Y R n NΩ× × → ∈ ������� �� ����&& ���������|epi hypo iid−  V���	& ��� ��� ω∈Ω    

����n N∈ ����   ( ) ( ),.,.n

CCFL L X Yω ∈ × � N�@ %�R
 1�� *�� ����_ :  
i.  �� � @ ��( ), , :n

x L x y y Yω→ ∈ O� ���� . ���-� 
ii. ����&&� �� � @ ��( )n n N

x
∈

 ������ ��X : ���� 

( ) ( ) ( )
2 2 2

11
, ,. * , ,. ..... , ,.n n

n n n
e e e

x F x F x
n

ω ω ω Ψ = + +
  

  *�� ���&-� O� ����*
Y .  

�+ 
2e

+  �
���� 4�� e�� ��� �
�� ���&��� �-
��*
y .  

 a���
� �
��� ���� �� �� V���	& :   

( ) ( ) ( ) ( )1 1

1
* ,.,. ..... ,.,. ,.,.M e h

n
e h e h e h

L L L d
n

ω ω ω µ ω− + + →
  

  

: ������  

 %�R
( ),.,.n ωΦ 
��	�� ������ : ������ ������ ��������� �
( ) ( )11

* ,.,. ..... ,.,.n

e h e h e h
L L

n
ω ω + +

    

      �( ),.,.ωΦ 
��	�� ������ : ������ ������ ��������� �( ) ( )1 ,., .L dω µ ω    
 5-��� �&
�� 2.4 :  

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

* 1 * *1
, , * ,., ..... ,.,n n

e e e
x y F y F y x

n
ω ω ω Φ = + +

  
  

*�� ���&�h��  �
�����2.1 :  
* 1 *

( ) ( )

( , , ) inf ( , ( ), ) ( )
u d x

x y F u y d
ω µ ω

ω ω ω µ ω

Ω

=
Ω

Φ =
∫

∫
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�@ ��� � ���&&���( ){ },.,. ;n
L n Nω ∈�� ����&&� �� ������ ��������� ������G �	�#��� ���	���  

� \epi hypo iid−  ���& a���
�( ){ }*,., ;n
F y n Nω ∈ ���&&� ������ ��������� ������ �� � ()
�� ���&-�

� *
��� ��epi iid− ���* *
y Y∈ .  

4�J&� ���=
�� 1.5 � � � @ �� �)�

* *

y Y∈ � ��0� ���� � *��*y
N �� � @ ���

*|
y

Nω ∈ Ω : ����   

( ) ( ) ( ) ( )1

1 1 1

1 * * 1 *1
* ,., ..... ,., ,., ( ) 2

M en

e e e
F y F y F y d

n
ω ω ω µ ω− + + →

   
j�&�
 ��
 ��� 4��  �
�����1.1 : �@ �����   

( ) ( ) ( ) ( )1 11
* ,.,. ..... ,.,. ,.,.

M en

e e e
F F F d

n
ω ω ω µ ω− + + →

   
>E� :  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

1

1
,.,. * ,.,. ..... ,.,.

.,. ,.,.

n n

e e e
F F

n

F d

ω ω ω

ω µ ω

 Ψ = + +
 

Ψ =  
���
��  �J��5��	& ��-�� �
���� 4�� g����&:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

* * * * * *

* * * * * *

1 , , , , : lim inf , , ,
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