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 ممخّص  

 
كدوال )غاما، كيو ميرز، ، الشييرةالخاصة  دواللبعض اب وعلاقتيا تمامًاالمطردة الدوال مفيوم  ناقشنا في ىذا البحث

التام علاقة الاطراد  أوجدنا(. المعممة لفمورــــ  المقطع الاسطواني، غوص اليندسي، ماكدونالد، ويتكر، ميتاك
تمامًا تحت شروط التقارب، وأيا كانت الدالة غير السالبة كتحويلات )ىانكل، لامبيرت، مطردة بالتحويلات التكاممية ال
دراسة انماط أخرى من حالة الدوال المركبة التي تعطى بدلالة سلاسل القوى ذات عوامل كما يتم ستيمتجس، لابلاس(. 

الدرجة  مندوال التحويلات التكاممية مع نواة متجانسة و تمامًا مطردة غير سالبة وتحويلات تكاممية لدوال غير سالبة 
التي ترتبط بتحويل ستيمتجس  تمامًاالمطردة ل الدوا صف ناقشنافي النياية  تمامًا.مطردة  ايضا دوال لوغاريتميوو  الاولى

وبعض المتراجحات لأجل ىذه الدوال الناتجة من  الدوال الخاصة،بعض لمتراجحات  المحققة الدوال المعرف كصف من
  .تمامًامطردة  متناقصة او محدبة، لكن أغمبياال غيرالتام الاطراد 
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  ABSTRACT    
 

In this paper, we discuss the completely monotonic functions and their relation to some of 

the famous special functions such as (Gamma, Kumar, Parabolic cylinder, Gauss 

hypergeometric, MacDonald, Whittaker and Generalized Mittag-Leffler) function. In 

addition, the relationship of the completely monotonic integrations with absolute progress 

under conditions of convergence such as transformations (Hankel, Lambert, Stieltjes and 

Laplace).                                                                        

  We will found other modes of composite functions given in terms of non-negative power 

chains and integrative transformations of completely monotonic non-negative functions, 

the state of integrative transform functions with a homogeneous nucleus of the first order, 

and the logarithmically completely monotonic functions.                                                                                                                                                       

  The importance of the row of completely monotonic functions that are associated with the 

transformation of the Stieltjes defined as a class of special functions regression functions. 

Some of the oscillations of these functions resulting from completely monotonic functions 

are not decreasing or convex, but most of them are completely monotonic functions.                                                                                            

                                                                                           

 

Key words: special functions, completely monotonic functions, integral transforms, 

infinitely divisible probability distributions, logarithmically completely monotonic 

function.    
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 مقدمة:
عطاء أمثمة مختمفة، بما في ذلك تمامًافي ىذا البحث نناقش مفيوم الاطراد التام وبعض خصائص الدوال المطردة  ، وا 

مثل ىذه الدوال مفيدة وميمو في التحميل و  ،تمامًامطردة الالخاصة الشييرة وعلاقتيا بالدوال الأسية والدوال  بعض الدوال
غوص اليندسي، ماكدونالد، المقطع الاسطواني، ، ، كيو ميرزغاماكدوال ) مختمفةالرياضي وليا تطبيقات فيزيائية 

تمامًا تحت شروط التقارب، وأيا كانت الدالة مطردة وعلاقة الاطراد التام بالتحويلات التكاممية ال(، لفمور-ميتاكويتكر، 
 ، لابلاس(. حويلات )ىانكل، لامبيرت، ستيمتجسغير السالبة كت

 
 وأىدافو:أىمية البحث 

بعض الدوال الخاصة ودراسة انماط بالدوال الاسية و  تمامًا وعلاقتياالدوال المطردة مفيوم دراسة ىو أىمية البحث إن 
والتحويلات التكاممية لمدوال بدلالة سلاسل القوى ذات عوامل غير سالبة،  التي تعطى من حالة الدوال المركبة أخرى

، والدوال الموغارتميو 1-دوال التحويلات التكاممية مع نواة متجانسة ذات الدرجة  تمامًا، وحالةالمطردة غير السالبة 
  تمامًا.المطردة 

 
 طرائق البحث ومواده:

وبعض  تمامًاالدوال المطردة تعتمد طريقة البحث عمى الاستفادة من مفيوم البحث في مجال الرياضيات البحتة، و يقع 
 .تمامًا وتمثيميا التكامميمطردة الدوال الخاصة الشييرة وتحويلات التكامل كدوال 

 
 النتائج والمناقشة:

 .تعاريف وبعض القواعد الأساسية .1
 Monotone function)) :[1]لمطردة الدالة اتعريف: 

:  كانت الدالة إذا        (0, ) [(0, )]f R ،fC     ، ب عمى المجالمن كل الرت تمتمك المشتقات 
,0)المفتوح ) 0,1,2 القيم من أجل جميع,...n   بحيث تحقق المتراجحة الاتية:    

      1 0
n n

f x  0من أجل كلx  .           يقال ان الدالةعندىاf  دالة مطردة.ىي 
 إذا حققت المتراجحة الأتية: ((Completely monotone functionتمامًالمطردة وتسمى بالدالة ا    

       1 0 1.1
n n

f x  

  اللازم والكافي لتكونالشرط و  f x  يكون:أن  تمامًا، ىومطردة    
0

xtf x e d t


  

0كلمن أجل  تقاربالتكامل مو متناقص، غير  α (t) حيث x ومنو نستنتج أن دالة  .  f x تمامًا مطردة
والنياية  موجب،x اخفاؤىا لأيلا يمكن  صفرية غير       0 lim

n

n n

x
f f x


   تكون موجودة سواء كانت

 منتيية أو غير منتيية.

تإذا كان   f x  كانتمامًا و مطردة    0
0 0

n
f x في نقطة 0 0,x    0من أجل 0,1,2,...n 
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 النقطة:من مراتب عميا تكون أيضا مساوية لمصفر في ىذه  افإن مشتقاتي   0 00 ,
n

f x n n  
≤الدالة  مثال: 0 𝑓(𝑥) = 𝑒     ىي دالة مضطردة تماماً، حيث𝑓 ∈ 𝐶 ( ]0,∞[ )  

 :تمامًامطردة الآتية أمثمة مباشرة لدوال  دوالالو 

 
 - x 1

e , , ln 1.2
c

b
xx




 

 
 

 
 

0حيث    , 0 , 0 , 0       مع,  0حيث مختمفين عن الصفركلاىما, 1c b . 
 : مثل دوالالمن أمثمة أخرى وىذه      

 
 

ln 1
e 0 , 1.3x

x

x






 

إذا كانت   1ملاحظة: f x يةتالآ دوالالعندئذ تمامًا، مطردة دالة: 
       2 2 1m m

f x ،fx


 
 أن: (1.3مثال عمى ذلك ينتج من العلاقة ) ،ومن ىذه النتيجة يتولد مباشرة أمثمة اخرى تمامًا،مطردة ايضا 

 

 2

ln 1 1

1

x

x xx





 .تمامًامطردة       

 [2] :1نظرية 
 الدالتانإذا كانت       ,g x f xالدالة عندئذ تمامًا، مطردتين    af x bg x   تمامًا، مطردة

a,حيث b والدالة ،موجبان ثابتان   .f x g x تمامًا.مطردة  ةدالأيضا تكون 
 :ةالآتي (Leibniz formulaليبنيز )أما الثانية ىي ايضا سيمة وتنتج من علاقة  ،الأولى واضحة البرىان:

             0
. 1.4

n
n k n k

kn

nd
f x g x f x g x

kdx





 
    

 
 

  :2نظرية 
لتكن الدالة      f x  تمامًا ولتكن مطردة h xعندئذ . تمامًامطردة يا تدالة غير سالبة ومشتق f h x  

 . تمامًامطردة تكون أيضا 
 :لدالة مركبة ىي nإلى أن علاقة المشتق من المرتبة الاشارة يكفي البرىان:

         1

1
1.5

!

n
n k

kkn

d
f h x f h x U x

kdx


       

 حيث 

       1

0
1

n
j k jjk

k j n

k d
U x h x h x

j dx





 
         

 
 

  الدالتانلتكن  : 1نتيجة   ,g x f x عندئذ:تمامًا  مطردتين 
0

x

f a b g t dt
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a,حيث            bتمامًامطردة  يةتالآ دوالال خاصبشكل  ،ثوابت إيجابية كيفية : 

   , a  0 , b  0 , 0    1 1.6f ax b      

   ln 1 , a  0 , b  0 1.7f a b x      

   1 1.8xf e  

   1.9f Arctg x 
الدالةلتكن   :2 نتيجة f x  تمامًا و مطردة 0f ية : تعندئذ الدوال الآ 

 
   

1
, 0 , 0 1.10A f

A f x


 
  

 

 
   ln 1 , 0 1.11

f x
A f

A

 
   

 
 

أيضا من العلاقة  وينتجتمامًا، مطردة  1.11:أن 
 

 
'

, (0) 1.12
( )

f x
A f

A f x



 

لأن العلاقة تمامًا مطردة  1.12تختزل إلى المشتق السالب في العلاقة 1.11. 
 من نفس نمط العلاقاتتمامًا المطردة نلاحظ بعض الحالات الخاصة من الدوال  1.6، 1.11: 

 -axe , 0 , 0 1 1.13a


   

 
 

1
, 0, 0, 0, 1.14

ln(1 )
a b

a b x


  
 

 

 
1

, 0, 0, 0, 1.15
x

a b

a be





  
 
 

 

 ln 1 . 1.16
ln(1 )

x

x x

 
 

  
 

 ية.تفي النظرية الآ عوامل غير سالبةذات سلاسل القوى  بدلالةنمط آخر من حالة الدوال المركبة تعطى 

ةلتكن الدال :3 ظريةن f x y  ولتكن سلاسل القوىتمامًا، مطردة:
0

( ) k
k

k

y a y




   

,0)في مجال الدالة yتتغير من أجل كل  ). 0إذا كانka  0,1,2حيث,...k  

عندئذ f x     تمامًا.مطردة 

إذا كانت [3]  نتيجة: f x  تمامًا، عندئذمطردة f x
e  الدوال، و تمامًامطردة: 
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 axe , 0, 0 1.17a


  

   
ln (1 )

1 , 0 1.18

xa a
xxx e a



   

 
ln

, 1, 0, 0 1.19

b
a

xb
a e a b

x

 



 
 

  
     

 
 

 .تمامًامطردة دوال جميعيا 

bحالة الاطراد التام لمدالة ،1التمييديةسنعمم  لاحقا،
a

x


 

 
 
0aمن أجل  . 

 : الدوال ،عمى سبيل المثال ،xeالاسية الدالة واعتمادا عمىنلاحظ  :2 ملاحظة
         ,sinh , cosh , , , 1.20n nx x L x I x E x


  
 ا،سلاسل القوى الخاصة بي نشرعوامل غير سالبة في  تممك   nL x


 لأكير،تمثل كثيرات حدود nI x  تمثل

بيسيل المعدلة من النوع الأول و دالة ,E x   المعممة لفمور –دالة ميتاك ىي (Generalized Mittag-
Leffler function) . 

 .تمامًامطردة يلات التكامل كدوال تحو الخاصة و  دوالبعض ال .2
(Some special functions and integral transforms as completely monotone functions) 
 بالتكاملات  ممثمةتمامًا المطردة الدوال  نظرية عن 2 .1

  :لتكن

   ( ) , , 0 . (2.21)
d

c

F x k x t f t dt c d    

)تكان إذا    , )K x t  فيتمامًا مطردةx 0)من أجل كل, )t   و( )f t عندئذ الشكل التفاضمي  ،ةغير سالب
)يبرىن أن )F t  ت إشارة التكامل يمكن أن يكون متقارب بانتظام من تكامل التفاضل تح لأن ،أيضا تمامًامطردة
 الآتية:ونتوصل إلى الحالة  التفاضل،
 [5] :4نظرية 

)لتكن    , )K x t  في النقطة تمامًا مطردة دالةx 0)من أجل كل, )t  ، التكاممية موضعيا غير تكن الدالة ول
)السالبة )f t، تتكاملاال بحيث يكون كل:  

( , ) ( ) , 0,1,2,3,... (2..22)
nd

n
c

K x t f t dt n
x





 

,0)في جوار أي نقطةتقارب بانتظام ت )x  . عندئذ( )F x  تمامًامطردة تكون. 
 الدالة: :1تمييدية

; 0, 0, 0, (2.23)
b

a a b
x
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 .تمامًامطردة 

bالدالة البرىان:
a

x
  فإن ،1 منو حسب النظريةو  تمامًا،مطردة

m
b

a
x

 
 

 
 في حال كانتمامًا مطردة تكون  

m 0حال التمييدية فيإلى برىان  وىذا يقود. اصحيحعددا 1 ، 
 التمثيل:

1 1
1

1
1 1 ,

( 1)

dt

x x t xt



  

 

 

 
   

 
 

1حقق مباشرة بطريقة تغيير المتحولالذي يمكن التالأمر يكون صحيحا    
t

xs
 .1بما أن ، إن الدالةف

 
1

1

1xt



 .4ئذ النتيجة تنتج من النظرية دعن، تمامًامطردة تكون  

 الدالة نتيجة:

 ; 0, 0, 0 0 1 2.24
b

a a b
x




 

 
      

 
 

 .تمامًامطردة  
  (Complete monotonicity of some special functions) .لبعض الدوال الخاصة التام دالاطرا-2 

 .التام لبعض الدوال الخاصة دنحصل عمى الحالات الآتية للاطرا ،4باستخدام النظرية 
 الآتية:الدوال الخاصة  :5نظرية 

1 :(s function’Kumar( )رمو كي )دالة اليندسية الدالة الموجية1. 1( , ; ), 0F a c x c a    

2: (Gauss hypergeometric function)اليندسي  غوصدالة 2. 1( , ; ), 0, 0F a c x c b a     

الدالة3. 
1

min ,
2

v
x

vx e K x

 
 
  حيث   vK x  ماكدونالد )دالةدالة بيسيل المعدلة( )MacDonald 

function). 
2الدالة4. 2( ) ( )v vJ x Y x، حيث( )vJ x  و( )vY x    بيسيلدوال (Bessel functions)  من النوع الأول

 .والثاني

الدالة5.
2

( )
4

x
e D x،0  ، حيث( )D xالاسطوانيالمقطع  دالةParabolic cylinder function)). 

الدالة 6.
1

2 2
, ( )xx e W




 

 

1و 

2
  ، حيث, ( )xW   ويتكردالة (Whittaker function). 

 .تمامًامطردة دوال جميعيا 
 [4] الآتية: ومن التكامل المعروف الممثل بالدوال الخاصة 4نتج من النظريةيست 5نظريةمضمون  البرىان:

     

   
 

1
1 1

1 1

0

( , ; ), 1 , 0 (2.25)       xt a c ac
F a c x e t t dt c a

a c a
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1
1

2 1

0

( , ; ; ) 1 1 , 0 (2.26)
c bb t ac

F a b c x t t tx dt c b
b c b

  
     

  


    2.27                            
2 2

2 0
0

8
2 sinh cosh 2

V v
J x Y x K x t vt dt





   

    2.28                  
 

2
2

84
12

0

, 0,

x
t

xte
D x e e t dt

 





   
 

    

 

     

1

8 1 12 2

2 2
,

0

1
1 , 2.29

1 2

2

x

xtx e
W x e t t dt



   

 
 

 




      
 

   
 

 

 :تمثيميا التكامميمن خلال  ماكدونالد،فيما يتعمق بدالة 

   (cosh 1)

0

cosh ; 0 (2.30)                                      x x t

v
e K x e t dt x


   

نستنج أن x

v
e K x  أن أكثر،. لنعمم تمامًامطردة 

1
min ,

2
v

x
vx e K x

 
 
   تمثيل  نستخدم ،تمامًامطردة

 آخر:

 

1
1

2
2

0

2
1 , 0 (2.31)

1 2

2

v
v

x t

v

tx
e K x e t dt x

x
v

 




 
   

   
  
 

 

1حيث أنو صحيح عند

2
v .متجوال ،1 من خلال التمييدية 

1

2
2

1
v

t
x


  بالنسبة تمامًا مطرد (2.31)في

1إذا كان xــل

2
v  . 

1ليكن

2
v ، نقوم بتغيير المتحولاتt xs و(2.31)في  في التكامل   

v v
K x K x


   ،صل حن

 الاتي:

 

1
1

2
2

0

12 1 , 0 , (2.32)
1 2 2

2

v
v

x v xs

v

s
e K x x e s ds v

v
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xseبما أن   ـمــــبالنسبة تمامًا مطردةx، أن نستنتج v x

v
x e K x  1،تمامًامطردة

0
2

v . 

بشكل  ،4دون الإشارة إلى النظرية  ،5. نستطيع الحصول عمى الاطراد التام لمدوال الموجودة في النظرية 3ملاحظة 
        .nلدرجةمن ا ن خلال الاستفادة من صيغ مشتقاتيامباشر م

 
   

   
 1 1 1 1( 1) , ; , ; 0

n
n

n

a n cd
F a c x F a n c n x

c n adx

  
      

  
 

 
     

     
 2 1 2 1( 1) , ; ; , ; ; 0

n
n

n

b n a n cd
F a b c x F a n b n c n x

a c n adx

    
       

   

 
 

 

2 2

4 4( 1) 2 ( ) 0

x xn
n

nn

nd
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1

2
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n
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n

n
d
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 (Error function) نستخدم دالة الخطأ ،5 منظريةالتالية لنتيجة الفي 
2

0

2 x
tErfx e dt



             

 (The modified incomplete Gamma function) تام غير ة غاما غير المعدلة بشكلودال

                                      
 

* 1

0

1
, , 0.

x
tx t e dt

x




  



  


 

 الدوالإن . 5النظرية وينتج من

 
 * ln 1

, , , 0 ,
xErf x

x
xx

  


 

 .تمامًامطردة 
  البرىان:

1 1

1 3 1
, ; ,

2 2 2
F x Erf x

x

 
  

 
 

     *
1 1 , 1; 1 , , 0F x x           

 
 

2 1

ln 1
1,1;2; .

x
F x

x


  

إلى استخدام صيغ دالة ماكدونالد بالعودة :4ملاحظة vK x. 4    
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     1' (2.33)V v v

v
K x K x K x

x
   

   1 1( ) 2 (2.34)v v vx K x K x vK x     
يمكن استنتاج بعض النتائج انطلاقا من حقيقة     vk xوحتى x

ve k x  من العلاقة لذلك. تمامًامطردة 
 :نستنتج أن(2.34) 1 1( )x

v vxe K x K x    تمامًامطردة. 
وبتفاضل الجداء x

ve k x،  أن الىنتوصل  (2.33) واستخدام: 

 1( ) 1x
v v

v
e K x K x

x


  
   
  

 .تمامًامطردة    

 Riemann zetaزيتا )ريمان  دالة مميزة،طراد التام لمعادلة أخرى لاالحصول عمى نتيجة ل نستطيعنلاحظ أننا    
function)، يةتكما ىو معروض في النظرية الآ. 

 
 (ized Riemann zeta functionThe general) ريمان زيتا العامة دالة :6نظرية

 
 

1
0

1
1, 1 (2.35)

1
x

k

x v
v k







  
 

 

 يتم الحصول عمى البرىان من خلال التفاضل المباشر تحت السلاسل الفردية. .vو xـــــــبالنسبة لتمامًا مطردة 
 تمامًاالمطردة التحويلات التكاممية لمدوال غير السالبة 3.2

)التقارب، وأيا كانت الدالة غير السالبةتحت شروط تمامًا مطردة ية تالتكاممية الآالتحويلات  :7 نظرية )f t كونت : 
: (The Laplace transformsلابلاس )لات يتحو -1

 

0

( ) ( ) ; (2.36)xtF x e f t dt


  

 :((The Stieltjes-type transformsس لات ستيمتجسيتحو -2
 

 0

( ) (2.37)
f t dt

F x
x t








 

 مغمق: الوأيضا التحويل 

 

1

0

( ) ( ) ; ( 0 ,0 1 , 0);
t

F x f t dt a

x t




 




     


 

 :(The Lambert transforms) يرتلامب لاتيتحو -3
 

0

( ) (2.38)
1xt

f t dt
F x

e






 

 الدالة: يةأو أكثر عموم
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0

( ) , 1,2,3,4,...
( 1)xt m

f t dt
F x m

e



 


 

:( The Hankel-type transforms)  
 ــــ تحويلات ىانكل4

 
0

1
( ) , (2.39)

2
vF x xt K f t dt v



  

 
 من الدرجة الاولىنواة متجانسة مع لات التكاممية يحالة دوال التحو 4.2
 . 4لنظرية من اوالتي ىي نتيجة  ،لات التكامميةيية بعض المعايير الجيدة حول التحو تالنظرية الآ وضحت   

 لتكن:

   
0 0

1 1
( ) ( ) (2.40)

xx x
Kf x k f t dt t dtfkxfKاو

x t x t


   

    
   

  

تمامًامطردة لدالة  التكاممي التحويل :8نظرية  f t  مع نواة (2.40)في العلاقة k t دالة غير سالبة ىو أيضا
 تحت شروط التقارب الموافقة.  تمامًا،مطردة 
 لدينا البرىان:

 
0

1
( ) (2.41)Kf x k f xt dt

t


 

  
 

 

العلاقة  في حالة 1استبدال بالعدد  ،(2.41)فيمع اخذ النياية العميا (2.40)من أجل الصيغة الأولى في     

أن بما  .(2.40)ية من الثان f xt  بالنسبة لممتحولتمامًا مطردة  (2.41)في العلاقةx  1الدالة و
k

t

 
 
 

غير 

 .سالبة
 :(The modified fractional integral) المعدلالتكاممي الكسري  نتيجة:

 
1

0

1
( ) (2.42)

x

f x t f t dt
x


 

   

 [6] :(Love transformation) لالمعدلوف وتحويل 
1

2 1

0

1
( ) , ; ;1 ( ) , 0, (2.43)

( )

x
c

c

t
x t F a b c f t dt c b

xc x

  
    

  
 

. تمامًامطردة ىي أيضا دوال  تمامًا،مطردة    f t     من أجل أي دالة 
  بيسيل:دوال نسب . 3

  ماكدونالد:النسب الآتية لدوال  :9نظرية 

1
1 2

1

( ) ( )1 1
( ) , ( ) (3.1)

( ) ( )

v v
y y

v v

K x K x
x x

x K x x K x
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1
3 4

1 1

( ) ( )1 1
( ) , ( ) (3.2)

( ) ( ) ( ) ( )

v v
y y

v v v v

I x I x
x x

x I x I x x I x I x



 

 
 

 
 .تمامًامطردة جميعيا 
 لتكن  :البرىان

1 22 2 2 2
1 1

1 1
( ) , ( ) ,

( ) ( ) ( ) ( )v v v v

t t
t J t Y t t J t Y t

 
 

 
    
   

 

2 2
1

3 42 2 2 2
1 1

( ) ( )
( ) , ( )

( ) ( ) ( ) ( )

v v

v v v v

J t J t
t t

t J t J t t J t J t
  

 

 
    
   

 

 
 ولتكن:

0

( )
( ) , 1,2,3,4k

k

t dt
x k

x t


  


 

عندئذ من 5، 6  لدينا:يكون 

1 1 2 22 2

2 2 2
( ) ( ) , ( ) ( ) (3.3)

v
y x x y x x

x 
     

3 3 4 4

2 2
( ) ( ) , ( ) ( )y x x y x x

 
    

 النسبةتكون : 10نظرية 
( )

( ) (3.4)
( )

v

v

K b x
F x

K a x
 

0bمع  تمامًا مطردة  a . 
بما أن :البرىان 

( )
h x

F x e


 مع   lnh x F x ،  يكفي البرىان أن 2وبالعودة لمنظرية  0h x   أنو 
المشتق  '

h x السابقة واضحة لأن دالة ماكدونالد . العلاقةتمامًامطرد k t متناقصة وb aومن جية أخرى ، 
وبحسابات مباشرة لممشتقة '

h x،  التي تعطى (2.34)مصيغةبالعودة لو: 

1 1( ) ( )
2 '( ) (3.4)

( ) ( )

v v

v v

K b x K a x
x h x b a

K b x K a x

   

 نحصل عمى: (3.3)ستخدام الصيغة الأولى في العلاقةوبا
2 2

2 2 2 2 2
0

1
'( )

( )( ) ( ) ( )

b a dt
h x

a x t b x t J t Y t 
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ولأن  ،4باستخدام النظرية تمامًا مطردة ي ىي تال
2 2

1

( )( )a x t b x t 
وأنتمامًا مطردة   

2 2

1

( ) ( )J t Y t 
 .غير سالبة 

 الجداء نتيجة:
( )( )

. , 0
( ) ( )

v

v

K b xK b x
b a

K a x K a x





  

 :مقارنة ىذا مع العبارةبال ،و من أجل كلتمامًا مطرد 
( )( )

. , 0, .
( ) ( )

v

v

K b xK b x
b a v

K a x K a x





   

 .[5]فيتمامًا مطردة تم برىانيا انيا  التي
 .(Mittag-Leffler function and its generalizations) وتعميميا لفمور –ميتاك  .دالة4

 لفمور – كدالة ميتا

 
 

 ,
0

, 0 4.1
1

k

k

x
E x

k
 







 
 

 

 ياوتعميم

 
 

 ,
0

, 0 , 0 4.2
k

k

x
E x

k
   

 





  
 

 

بشكل خاص في الحسابات الكسرية وفي نظرية المعادلات التفاضمية  التحميل،معروفة في تطبيقات مختمفة في 
 .الكسرية

تم البرىان أن  ،[4]في E x  0تمامًا من أجل كلمطردة 1 .و [6]وىذا تم تعميمو في كل من
 2 إلى ,E x   0أجل كل تمامًا منمطردة بأنيا 1 ومن أجل ، . 

 حالة أخرى للاطراد التام يكون في النظرية الآتية:

لفمور –تعميم دالة ميتاك  :11نظرية 
,

1
E

x
 

 
 
 

,0تمامًا من أجل كلمطردة   0  . 

1لأن الدالة  ،3ىذا ينتج مباشرة من النظرية  بالحقيقة،

x
 تمامًا.مطردة 

بشكل مباشر وذلك تمامًا مطردة فيي  لفمور، –بما أن بعض الدوال الخاصة يمكن نشرىا بدلالة تعميم دالة ميتاك    
 : مناسبة. لنعتبر الأمثمة الآتية متغيرةعوامل باختيار 
0إذا كان M 1عددا صحيحا أو نصف صحيح 3

,1, ,2,...
2 2

M  
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فيما يتعمق بالدالة 1 1
,

2 2

E x، بدلالة دالة الخطأ  اانو من الممكن التعبير عني 

 
2

0

2 tErfc x e dt



  

  الصيغة:سوف نبرىن أن 

     
2

1 1
,

2 2

1
4.4xE x xe Erfc x


   

العلاقة طرفيبالفعل من  .صحيحة. البرىان مباشر 4.2  من أجلوk  وجية والفردية نحصل عمىالز: 

 
2 2

1 1 1 1
,

2 2

1 1
1, ,

2

xE x xe F x


 
     

 
 

  التمثيل:عندئذ من 
 

 1 1 1 1
0

1 1 1
1, ; , ;

2 2 2 2 1 !
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z
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z
e F z F z

k k






   
       

   
 

الخطألدالة  ومن سمسمة النشر 7 

 
 

  

2 2
2

0

1
1

2 1 1 !

k k
x

k

x
e xErf x

k k








  

 
 

نحصل عمى 4.4. 

نلاحظ أيضا أن 1 1
,

2 2

E x تحويل لابلاس لمدالة

2

4
1

2

t

t e




. 

1Mلنأخذ   في العلاقة 4.3وبالتعويض في 4.4، نحصل عمى: 

     
2

1
,1

2

4.5xE x e Erfc x  

1nأيضا من أجل   ،حصل عمىن عدد صحيح موجب: 

   
 

 1
1, 1 1 4.6

x
n n

n n

e e x
E x

x
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 حيث: 
0 !

kn

n
k

x
e x

k

  

لذلك نفرض أن ،xeجموع الجزئي لمنشور سمسمة الدالةالمىو  1 0e x . 
 

 تمامًا.مطردة الاتية  الدوال نتيجة:

     
2

1
,1

2

4.7xe Erfc x E x  

     
2

1 1
,

2 2

1
4.8xxe Erfc x E x


   

 
 

   1
1, 11 4.9

x
n n

nn

e e x
E x

x






 
   

نشير ىنا إلى أن الاطراد التام لمدالة 
2xe Erfc x  4  ينتج أيضا مباشرة من التمثيل التكاممي لمنظرية: 

   
2 22

0

2
4.10x xt te Erfc x e dt




   

,ليكن  وليكن ،عددين موجبين:    , ,
0

, ,m
m

E x C     




  

حيث     
 

 

1

0
0

1
, , 1 , , , , 1

1 1

m

m
k

k
C C m

k

  
     

  





    
  

     
 

,حيث  و أعداد تحقق العلاقة: 
   1, 2, 3,... 4.11k       

1في حالة ،  لفمور –تؤول دالة ميتاك :   ,1, , 11E x E      
والعلاقة 4.111صحيحة. إذا كان  0وكان ،  عندئذ الدالة ,1,E x     إذا  تمامًامطردة تكون

1كان  1عندئذ إذا كان  :     1, , 1, 11
x

E x E  




 
   

 
 

1xحيث 




 
ومنو . 1, ,E x    1إذا كانتتمامًا مطردة تكون  . 

1إذا كان



، العواملmC  أن الدالة ، نحصل عمى 3وباستخدام النظرية غير سالبو

, ,

1
E

x
  

 
 
 

  

 .تمامًامطردة 
 [7].(Logarithmically completely monotonic function) تمامًاالمطردة الدالة الموغاريتمية 5.
تمامًا عمى المجالمطردة لوغاريتميو  fالموجبة الدالةإن يقال      0, إذا كان لوغاريتم الدالة يحقق المتراجحة 
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0xالآتية، ومن أجل كل : 

       1 ln 0 ,  5.1
n n

f x n N     
عمى  تمامًامطردة  ىي دوال لوغاريتمية تيوالدوال الآليا علاقة بدوال غاما، و  تمامًاالمطردة ان الدالة الموغاريتمية 

المجال 0,. 

                                       

 

 
1

1
(5.2)

1 x

f x

x



    

 
 

1

1
(5.3)

xx
f x

x

   
 

 
 والتوصيات:الاستنتاجات 

سلاسل القوى ذات عوامل غير سالبة،  تعطى بدلالةمن حالة الدوال المركبة التي  انماط أخرىتمت دراسة لقد 
جس ة تماما التي ترتبط بتحويل ستيمتالمطرد لدوالأىمية صف ا تمامًا،المطردة والتحويلات التكاممية لمدوال غير السالبة 

 من المتراجحات لأجل ىذه الدوال الناتجة من الاطراد وبعض الدوال الخاصة متراجحاتالمعرف كصف من الدوال ل
                                     .تمامًامطردة  محدبة، لكن أغمبياالاو متناقصة الالدوال 

ىذه الدوال تشترك بصفة معينة بأنيا ، و تمامًاالمطردة وجود صفوف جديدة ومتنوعة من الدوال وصي بدراسة امكانية ون
دالة تشيبيشيف المعرفة بالعلاقة والبحث عن  غاما الكلاسيكية، ثنائية غاما وكثيرات حدود غاما.دوال معرفة بدلالة 

         الآتية: ـ

 
1

log
n

n k
k

P P


  

تمامًا.المطردة وبرىنتيا بانيا من الدوال    (Pick functions )بيك  وكذلك دوال  
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