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   ملخّص 
  

نصف خوارزميتين متوازيتين لإيجاد حل جمل المعادلات الخطية خماسية الأقطار المتناظرة في هذه المقالة، 

2Nين خوارزميتالتتطلب . nالمربعة من المرتبة  كل معالج يمتلكو  اً معالجn

N
  
 

تتضمن . ذاكرة موضعية 

. الخوارزمية الأولى كتابة المصفوفة خماسية الأقطار على شكل جداء مصفوفتين كل منهما مصفوفة ثلاثية الأقطار
أما الخوارزمية الثانية فتتضمن تحليل . معادلات الخطية ثلاثية الأقطار الناتجة خوارزمية متوازيةاقترحنا لحل جمل ال

أجرينا  .المصفوفة خماسية الأقطار وفق شكل ما بحيث يمكن تنفيذ جمل المعادلات الناتجة وفق خوارزمية متوازية
معادلات اللحل جمل المقترحتين خوارزميتين دقة ال، و حاكاة العددية لتوضيح فعالية، وسرعةالعديد من تجارب الم

أن إحداهما أسرع من التين و الخوارزميتين فعّ  نّ تبين من التجارب العددية أ. المدروسة متناظرةالخطية خماسية الأقطار ال
   . الأخرى بمرتين لحل نفس مسائل الاختبار

  
  .جملة معادلات خطيةمصفوفة متناظرة ،  متوازية ، مصفوفة خماسية الأقطار ، اتخوارزمي: المفتاحيةكلمات ال
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  ABSTRACT    

 
In this paper, we described tow parallel algorithms for finding the solution of 

symmetric pentadiagonal linear systems of equations of order n . The proposed algorithms 

require 2 processors; each of both possesses 







N

n
O  local memory.  

The first algorithm includes writing the pentadiagonal matrix in the form of product 
of tow tridiagonal matrices. We suggested a parallel algorithm for solving tridiagonal 
linear systems of equations. The second algorithm consists of decomposition of the 
pentadiagonal matrix in a form such that we can carry out the resulting linear systems of 
equations by using parallel algorithm. We carried out many numerical experiments to 
illustrate the efficiency, speeding up and accuracy for solving symmetric pentadiagonal 
linear systems of equations. The numerical experiments showed that the proposed 
algorithms were efficient and one of both was much faster in factor of 2 than the other one 
for solving the same test problems. 

 
Keywords: Parallel Algorithms, Pentadiagonal Matrix, Symmetric matrix, System of 
Linear equations.  
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  :مقدمة
  :حل جمل المعادلات الخطية كثيرة الأصفار محددة البنية الصفرية من الشكل
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، و nة من المرتبةهي مصفوفة خماسية الأقطار متناظرة نظامية مربع 1 2...
T

nd d d d من  هو متجه
الطرف الأيمن ، و المعاملات الثابتة يمثل 1 2...

T

nx x x x إن إيجاد الحل  .هو متجه الحل و يطلب حسابه
كما هو الحال في الحل العددي  العلميةلعديد من الحسابات العددية الهندسية و لمسألة أساسية يعد  )1(للجملة 

   .[19-1 ]للمعادلات التفاضلية العادية و الجزئية و مسائل الاستيفاء و مسائل القيمة الحدية 
  أهمية البحث وأهدافه -2

البحث في تقديم خوارزميتين متوازيتين لإيجاد حل جمل المعادلات الخطية خماسية الأقطار  أهميةتكمن 

2Nتتطلب الخوارزميتين . nة من المرتبةالمتناظرة المربع  معالجاً و كل معالج يمتلكn

N
  
 

 ذاكرة موضعية 

. [22-20] )1(لحل ) sequential algorithms(هناك العديد من الخوارزميات التسلسلية  من المعلوم أن. [3]
في هذه المقالة، نقدم خوارزميات فعالة ، ، لذا بالطرق العادية )1(لحل  اً كبير  اً حسابي اً هذه الخوارزميات جهدتتطلب 

 اً حاسوبيهذه الخوارزميات مناسبة للتنفيذ . لإيجاد الحل المتوازي لجمل المعادلات الخطية خماسية الأقطار المتناظرة
  . Mathematica5و  Matlab  ، Maple باستخدام
  

   :طرائق البحث ومواده
هذه يجب أن نستخدم  ذٍ ، عندئ6و  2بين  إذا كان عدد المعالجات في الحواسيب المتوازية صغيرا و ليكن مثلاً 

علاوة على . ثابت لٍ يمكن تسريع الحساب فيها بمعام، حيث )1(من النمط مسائل  وحلالعملية  المزايا في التطبيقات
مصفوفاتها من مراتب ) 1(عند تطبيقها لحل مسائل من النمط يات المتوازية المقترحةالخوارزموفعالية ذلك، نناقش أداء 

  . عالية
ما تتطلب ةٍ لنفرض أن خوارزمية تسلسلية لمسأل W n عملية حسابية في الحالة الأسوأ من أجل دخل ماn  

نأمل من الخوارزمية المتوازية أن تنجز الحساب المطلوب في ذٍ عندئ. اً معالج Nأننا نمتلك اً لنفرض أيضو  W n

N
 

  .عملية حسابية
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 الخوارزميات المتوازية المقترحة)The Suggested Parallel Algorithms(  
  .)1(روحة لحل المسألة المط تينمتوازيتين خوارزمي في هذه الفقرة نقترح

 ، أي أناً العالي جد nمقارنة مع مرتبة المصفوفة اً جد رٌ ، صغياً معالج N=2لنفرض أن عدد المعالجات 
nN  .  لتخفيض زمن حساب  خوارزميتين متوازيتين يمكن تنفيذهما على حواسيب بمعالجينفيما يلي  سنصف

  .المسألة المطروحة
  المسألة المطروحةالمقترحة الأولى لحل المتوازية  Iالخوارزمية

  :كما يلي على شكل جداء مصفوفتين ثلاثيتي الأقطار Bيمكن كتابة المصفوفة
)3                                                    (B AA  
  

  :الشكل التاليأي ب
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1حيث 1a .  بضربوAA  و المساواة مع الطرف الأيسر نحصل على) 4(في المعادلة:  
 1 , 1, 2,..., 2i i ia a i n     

1بما أن 1a 2,3أن نحسب بقية العناصر نا، يمكن,..., 1ia n  الآتيك:  
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يمكن حساب العناصر 3, 4,.., 1ka k n  قيم من أجل جميع k زوجية على معالجات الفردية و ال
  .مختلفة في نفس الوقت و هي ميزة هامة في تصميم الخوارزمية المقترحة

  :من جهة أخرى لدينا
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يمكن حساب العناصرو  2,3,...,ib i n  حساب العناصر معبالتوازي 2,3, 4,.., 1ia i n .  
  :نحصل على) 1(في المعادلة ) 4(بتعويض 
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)8                              (Ax y
Bx d AAx d

Ay d


     

  

 من المعروف أنه يمكن تحليل صف المصفوفات ثلاثية الأقطار على شكل جداء مصفوفتين ثنائيتي الأقطار
بعدئذ تؤول مسألة حل جملة المعادلات الخطية ثلاثية الأقطار إلى حل جملتي معادلات . U [5,9]علياو  Lدنيا

إلى  بما أن هذا العمل يقودنا. بتطبيق طريقتي التعويض التقدمي والتراجعي على الترتيبعليا و  دنياثنائيتي الأقطار 
في هذه الفقرة نطور . ليست مناسبة للحساب المتوازي LUصيغة عودية لحساب المجاهيل ، فإن خوارزميات تحليل 

  .المتوازييمكن تنفيذها بالحساب خوارزمية فعالة 
  :الآتية خوارزمية تتضمن تحويل المصفوفة ثلاثية الأقطارنصف فيما يلي 
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  :التاليتأخذ الشكل إلى مصفوفة  

)9                               (  

x

x x x

x
S

x x x

x

x x
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  :الشرط التالي) 9(تحقق المصفوفة 
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0 , 0 , 1,3,5,..., 2 1
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  :الشرط التالي )10(بينما تحقق المصفوفة 
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1 10 , 0 , 2,4,6,..., 2
2ii ii

n
S S i 

      
  

[حيث 
.

.
  .القسمة الصحيحة دون باق ]

  :نظامية ، عندئذ يمكن حساب معكوسها وفق الصيغة التالية) 10(أو ) 9(إذا كانت المصفوفة 
)11                                    ( 1 1 12S D D S D     

حيث D diag S هي مصفوفة قطرية تتشكل من عناصر القطر الرئيسي للمصفوفةS.  
Szو لتكن )10( و )9( خطية مصفوفة أمثالها من أحد النوعينمعادلات  على جملة) 11(بتطبيق  w 

1Sنحصل على الحل  w .  
Szالمعادلات الخطية  ةحل جمل :Iالخوارزمية  w  10(و ) 9(وفق الشكل( .  

Szق هذه الخوارزمية لحل الجملةيتطبب w .يتم تخزين الحل في المتجهw . في هذه الحالة نناقش حالتين
  ).10(و ) 9(كما هو مبين في  Sوفقا للبنية اللاصفرية للمصفوفة
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  . niأو  1iإذا كان  0iwحيث 
  :Iتعقيد الخوارزمية 

 nعملية جمع ،  nعملية حسابية لإجراء عمليات ضرب سلمية، أي،  n3تتطلب الخوارزمية على الأكثر
  . عملية قسمة nعملية ضرب و 

  :Iمزايا الخوارزمية 
إذا كانت  :كما يلي بأنه يمكن تطبيقها في الحساب المتوازي اً تتميز الخوارزمية إضافة إلى تعقيدها المنخفض جد

1فإنه يمكن إنجاز حساب ، ) 10(أو ) 9(من النوع  Sالمصفوفة
ii iS w قيم من أجل جميع i فردية على معالجات ال

  :بعدئذ يمكن و بسهولة حساب. مختلفة في نفس الوقت
 1

, 1 1 , 1 1i ii i i i i i i iw S w S w S w
       
  .زوجي iعلى التوازي من أجل

  
Ay المعادلات الخطية ةحل جملل المقترحة IIخوارزمية ال d  
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Ayمن الشكل لحل جملة معادلات خطية ثلاثية الأقطار d  مستفيدين من الخوارزميةI نقوم بما يلي:  
). 10(أو ) 9(إلى مصفوفة من النوع  Aتطبيق الخوارزمية التالية لتحويل مصفوفة ثلاثية الأقطار: 1الخطوة 
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  .تجةالنا Sمصفوفة أمثالها جملة المعادلات بحل yيجادلإ Iاستدعاء الخوارزمية : 2الخطوة 
  :ملاحظة

 اً جهد 2تتطلب الخطوة  كذلك ،عملية حسابيةn3كما وجدنا اً حاسوبي اً جهد 1من الخوارزمية  1تتطلب الخطوة 
والذي  LUليل وهو أقل بكثير من تعقيد خوارزمية تح. n6الكلي هو 1أي أن تعقيد الخوارزمية . n3اً حاسوبي

78هو n [5].  
  :المسألة المطروحة بالخطوات التاليةلحل  الأولىالخوارزمية المتوازية المقترحة نلخص 

 IIو  Iمستفيدين من الخوارزميتين ) 3(باستخدام الصيغة ) 1(لحل جملة المعادلات الخطية خماسية الأقطار 
  :نقوم بما يلي

  . على التوازي Aحساب عناصر المصفوفةل) 7(و ) 6(غ تطبيق الصي: 1الخطوة 
Ayلحل IIالخوارزمية الحساب المتوازي وفق تطبيق : 2الخطوة  d.   
Axلحل IIالخوارزمية الحساب المتوازي وفق تطبيق : 3الخطوة  y.  

  
  
  

  :الأولىية تعقيد الخوارزم
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و بشكل مشابه، تتطلب . عملية حسابية 6nكما وجدنا  اً حاسوبي اً جهد 1من الخوارزمية  1تتطلب الخطوة 
بكثير من تعقيد  هو أقل، و 12nهو  1لخوارزمية الكلي لتعقيد الأي أن . عملية حسابية 6n اً حاسوبي اً جهد 2الخطوة 

19الذي هو،  LUوفق تحليل ) 1(خوارزمية حل  21n  [9].  
  :الخوارزمية المتوازية المقترحة الثانية لحل المسألة المطروحة
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  :نحصل على) 1(في المعادلة ) 14(بتعويض 
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kحل جملة المعادلات الخطية :1الخطوة  k kF h d  الآتيوفق:  

)20                   ( 

 

1 1 1 1

1 2

1 1 2 2 1 1

2 1

,

2, 3,..., 1

,

3,4,..., 2

n n n n n

j j j j j j

j j j j j j

h d h d u h

h d u h v h j n n k
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h d m h l h j k

  

 

 

  

      

  

    

  

  
k حل جملة المعادلات الخطية: 2الخطوة  k kD y h  التالية العلاقةوفق:  

)21                                    (,
,

,

, 1, 2,...,i k
i k

i k

h
y i n

D
   

 حيث , 1, 2,...,i kD i n هي عناصر القطر الرئيسي للمصفوفة kD.  
  
  

Tحل جملة المعادلات الخطية: 3الخطوة 
k k kF x y  الآتية العلاقاتوفق:  

)22                  (
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1

1 2

1 1 1 0

2 1 1
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, 2, 3,...,1
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  :على التوازي الثانيةتنفيذ الخوارزمية 
  :ننفذ العمليات: على التوازي كما يلي 2 و 1يتم تنفيذ الخطوتين 

 
1 1 2 2 1 1

2 1

,

3, 4,..., 2j j j j j j

h d h d l h

h d m h l h j k 

  

    
  

  :على المعالج الأول بينما يتم تنفيذ العمليات

 
1 1 1 1

1 2

,

2, 3,..., 1
n n n n n

j j j j j j

h d h d u h

h d u h v h j n n k
  

 

  

      
  

قيم ، و على التناوب، علاوة على ذلك، نحسب أيضا على المعالج الأول . على المعالج الثاني
, , 1, 2,...,i ky i n فقة لقيمالمواh من جهة أخرى، نحسب أيضا على المعالج . التي نحسبها على المعالج الأول

,قيم  الثاني، و على التناوب، , 1, 2,...,i ky i n الموافقة لقيمh 3أما الخطوة  .التي نحسبها على المعالج الثاني 
  .هو واضحعلى التوازي بين المعالجين كما فيتم تنفيذها 

  
  :الثانيةتعقيد الخوارزمية 

مقداره اً زمني اً تعقيدالثانية تتطلب الخوارزمية  12
n

n
N

   
 

هو عدد المعالجات  Nعملية حسابية، حيث 

2N الحالة هو هو في هذ الثانيةالضرورية لتنفيذ الخوارزمية   أي أن زمن التنفيذ هو كما وجدنا في الفقرة السابقة ،
  .نصف الزمن اللازم لتنفيذها بالحساب التسلسلي

2مصفوفة خماسية الأقطار متناظرة مربعة نظامية من المرتبة Bلتكن 1n m حيث ،m هي قوى للعدد
  .هو عدد المعالجات المتاحة N، و2

ليس بأكثر  nيمكن حل أي جملة معادلات خطية خماسية الأقطار مربعة من المرتبة. [5] مبرهنة

من 12
n

n
N

   
 

  .خطوة 

 التجارب العددية:  

nاً حسابي اً تتطلب زمن الأولى و الثانية تينالخوارزميمن  كلاً أن  نابي

N
  
 

عملية حسابية على معالجين لحل  

على مصفوفات حصلنا  المقترحتينالخوارزميتين  دقةو  ، و سرعة ، فعاليةمدى في هذه الفقرة، نوضح ). 1(الجملة 
  .[22-1] عليها من تطبيقات واقعية

دونا  .GB disk 300و  Gb RAM 4مع  IVعلى حاسوب بنتيوم  Matlab 10نا في لغة نفذنا تجارب 
  . اً ، و مثلناها بياني اً النتائج التي حصلنا عليها جدولي

  .متجه سطرييشير إلى ) 2(و ) 1(في الجدولين  Aالرمز : ملاحظة
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  ل مصفوفات الاختبارمن أج المقترحتين وفق الخوارزميتين) 1(أزمنة الحصول على حل . 1الجدول 
65536nالمدروسة جميعها من المرتبة .  

Algorithm 2 Algorithm 1 Test problem 
0.32142 0.10254  2, 1, 7, 1, -2A    
0.28741 0.12417  1, -4, 6, -4, 1A   
0.23285 0.11051  1, 1, -4, 1, 1A   
0.28496 0.13809  1, 2, -5, 2, 1A   
0.32554 0.16875 [2, 4, 7, 4, 2]A   
0.22102 0.11051  4, 2, 8, 2, -4A    
0.20301 0.10255  2, 3, 5, 3, 2A   
0.22566 0.11284  1, 3, -5, 3, 1A   
0.22023 0.11012  2, -3, 6, -3, 2A   
0.24024 0.12011 [3, 1, 5, 1, 3]A   

  
حساب. 2الجدول 

2
d Ax  )حيثx المقترحتين عند تطبيق الخوارزميتين) هو الحل المحسوب  

65536nمصفوفات أمثالها خماسية الأقطار من المرتبة) 1(لحل  .  
Algorithm 2 Algorithm 1  

Test problem 
2

Algorithm 2  
2

Algorithm 1  
1.08727e-013 5.31420e-015  2, 1, 7, 1, -2A    
3.96025e-014 3.37680e-016  1, -4, 6, -4, 1A   
2.32912e-014 2.35050e-016  1, 1, -4, 1, 1A   
3.41121e-015 4.28084e-017  1, 2, -5, 2, 1A   
1.07816e-015 4.92218e-017 [2, 4, 7, 4, 2]A   
1.23547e-014 1.05470e-016  4, 2, 8, 2, -4A    
2.80140e-016 1.84215e-018  2, 3, 5, 3, 2A   
3.01482e-014 1.24762e-016  1, 3, -5, 3, 1A   
2.42101e-015 2.35412e-017  2, -3, 6, -3, 2A   
3.87419e-015 3.01547e-017 [3, 1, 5, 1, 3]A   
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  .ثي الأبعادوفق التمثيل ثلا  لحل مسائل الاختبار المدروسةالمقترحتين مقارنة أزمنة تنفيذ الخوارزميتين . 1الشكل 

١الخوارزمية 

1

2

3

4

5

6

7

8

  
  .وفق شكل ثلاثي الأبعاد لحل مسائل الاختبار المدروسة لتوضيح زمن كل مسألة الأولىأزمنة تنفيذ الخوارزمية . 2الشكل 

٢الخوارزمية 

1

2

3

4

5

6

7

8

  
  .وفق شكل ثلاثي الأبعاد ل مسألةلحل مسائل الاختبار المدروسة لتوضيح زمن ك الثانيةأزمنة تنفيذ الخوارزمية . 3الشكل 
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  .بهدف توضيح الفرق بين أداء الخوارزميتين لحل مسائل الاختبار المدروسة الثانيةو  الأولىمقارنة أزمنة تنفيذ الخوارزميتين . 4الشكل 
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  لحل مسائل الاختبار المدروسة  ى والثانيةالأول مقارنة أزمنة تنفيذ الخوارزميتين. 5الشكل 

  .توضيح الفرق بين أداء الخوارزميتين باستخدام الأشكال ثلاثية الأبعاد أسطوانية الشكل بهدف
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  لحل مسائل الاختبار المدروسةقارنة أزمنة تنفيذ الخوارزميتين الأولى والثانية م. 6الشكل 
  .بين أداء الخوارزميتين بحيث تتضح الفروقات بينهما توضيح الفرق بهدف 
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من بحوالي مرتين أسرع بكثير الأولى الخوارزمية ، يتضح أن 6- 1ومن الأشكال  2و  1الجدولين من 
عطي الحل تالأولى الخوارزمية نجد أن  2علاوة على ذلك، من الجدول . لحل نفس مسائل الاختبارالثانية الخوارزمية 

   .210بمعاملالثانية الخوارزمية أفضل من المحسوب بدقة 
  

  :النتائج والمناقشة 
nتتطلب زمناً حسابياً الأولى والثانية نا أن كلاً من الخوارزميتين بيّ 

N
  
 

عملية حسابية على معالجين لحل  

على مصفوفات حصلنا عليها من تطبيقات الأولى والثانية يتين أوضحنا أيضاً فعالية ، و سرعة ، و دقة الخوارزم). 1(
  . [22-5,9,20]واقعية 

ا النتائج دونّ . GB disk 300و  Gb RAM 4مع  IVعلى حاسوب بنتيوم  Matlab 10نفذنا تجاربنا في لغة 
  . التي حصلنا عليها جدولياً ، و مثلناها بيانياً 

  
    :التوصياتو  لاستنتاجاتا

 لحل جمل المعادلات الخطية خماسية الأقطارعلى الحساب المتوازي  خوارزميتينلفصل قدمنا في هذا ا
و من ثم إيجاد  ثلاثية الأقطار اتباستخدام المصفوف مصفوفة الأمثال على تحليلالأولى  ةالخوارزميتعتمد . المتناظرة

خوارزمية الثانية فتتضمن كتابة المصفوفة أما ال .خوارزمية متوازية لحل جمل المعادلات الخطية ثلاثية الأقطار الناتجة
لتوضيح العددية الحاسوبية  الاختباراتمن جرينا العديد أ. خماسية الأقطار بشكل يسهل إيجاد خوارزمية متوازية لحلها

من حيث زمن التنفيذ و الدقة متناظرة  في حل جمل معادلات خطية خماسية الأقطارالمقترحتين  الخوارزميتينفعالية 
  .حصول على الحل المنشودفي ال

  :من النتائج الحاصلة وجدنا أن
من  )2 الخوارزمية(الثانية  من أداء الخوارزميةبأكثر من مرتين أفضل  )1 الخوارزمية(الأولى  أداء الخوارزمية-

 .حيث زمن التنفيذ
   .)2الخوارزمية ( الخوارزمية الثانيةالمحسوب بدقة أفضل من الحل ) 1الخوارزمية (الخوارزمية الأولى تعطي -

لحل جمل المعادلات الخطية خماسية  الثانيةمن الخوارزمية  بدلاً  الأولىالخوارزمية بالنتيجة ننصح باستخدام 
  .من حيث زمن التنفيذ و الدقة في الحصول على الحل المنشودالمتناظرة الأقطار 
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