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   ملخّص 
  

Hندرس في هذا البحث فضاء الطاقة الموافق لمؤثر هرميت التفاضلي ൌ െ∆  |x|ଶ  ، ونبين أنه فضاء
LଶሺԹوهو فضاء جزئي من الفضاء ،هيلبرت مع جداء داخلي مناسب

୬
ሻ . 

 له خواصHୱونبين أن المؤثر ، بالاعتماد على النظرية الطيفية  Hୱحيث نشكل ، ثم ندرس قوى هذا المؤثر 
  .sمن أجل عدد حقيقي موجب    Hمشابهة للمؤثر

Wଶ,ୌلذلك يمكن تشكيل فضاءات هيلبرت جديدة
ୱ ሺԹ

୬
ሻ ،هي بنفس الوقت فضاءات الطاقة لقوى المؤثرH ، 

W୮,ୌويمكن التعميم إلى الفضاءات . وهي من نمط فضاءات سوبوليڤ
ୱ ሺԹ

୬
ሻ   1من أجل  p ൏ ∞ .  

  
  .معادلة شرودينجر ، فضاءات  سوبوليڤ ، مؤثر هرميت :  الكلمات المفتاحية
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  ABSTRACT    

 
In this paper we study the energy space of the Hermite differential operator 

 H ൌ െ∆  |x|ଶ   and prove that it is a Hilbert space with a suitable inner product.  Then 
we construct the powers of H , denoted by Hୱ, by using the spectral theory .   We will see 
that  Hୱ has similar properties as   H for real numbers s > o, therefore we can construct new 

Hilbert spaces    Wଶ,ୌ
ୱ ሺԹ

୬
ሻ    which are the energy spaces of powers ofH. They are Sobolev 

spaces. 

We  can  also  generalize  those  spaces  to W୮,ୌ
ୱ ሺԹ

୬
ሻ  for 1  p ൏ ∞ . 

 
 
Keywords: Hermite operator, Sobolev Spaces, Schrödinger Equation. 
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  : مقدمة 
  ) :الكلاسيكية ( شرودينجر عند البحث في حل معادلة 

ቊ
i
ப୳

ப୲
ൌ  െ∆u           ; u ൌ uሺx, tሻ   , ሺx, tሻ ∈ Թ

୬
ൈ ሾ0 ,∞ሻ      ሺ1 െ 1ሻ

uሺx, 0ሻ ൌ fሺxሻ
  

Wଶ) الكلاسيكية(فإن فضاءات  سوبوليڤ 
ୱሺԹ

୬
ሻ  وقد عرفت هذه الفضاءات ، تلعب دوراً هاماً في هذه الدراسة

  : الآتيبالشكل 
Wଶ

ୱ ሺԹ
୬
ሻ ൌ ቄf ∈ LଶሺԹ

୬
ሻ   ∶    ሺI െ ∆ሻୱ ଶ⁄ f ∈ LଶሺԹ

୬
ሻቅ  

Թيرمز لمؤثر لابلاس في  ∆هنا .  [ 6] , [ 3] , [ 2] , [1]:انظر مثلاً 
୬ .  

  :هرميت  –بشكل مشابه يمكن البحث في حل معادلة شرودينجر 

ቊ
i
ப୳

ப୲
ൌ  Hu                 ; u ൌ uሺx, tሻ   ,              ሺx, tሻ ∈ Թ

୬
ൈ Թ       ሺ1 െ 2ሻ

uሺx, 0ሻ ൌ fሺxሻ
  

ଶ,ுݓويلزم لذلك فضاءات موافقة من نمط  سوبوليڤسنرمز لها بـ 
௦ ሺԹ


ሻ   ونسميها فضاءات 

  : الآتيوسوف نعرفها بالشكل ، هرميت  –سوبوليڤ  
Wଶ,ୌ

ୱ ሺԹ
୬
ሻ ൌ ቄf ∈ LଶሺԹ

୬
ሻ   ∶   Hୱf ∈ LଶሺԹ

୬
ሻ  ቅ                          ሺ1 െ 3ሻ  

  .وشكلت بطرق مختلفة  [1] علماً أن هكذا فضاءات درست في أعمال عديدة مثل 
  ) .الذي يمكن حسابه بالاعتماد على النظرية الطيفية (  e୧୲ୌوالغاية منها قياس نظامية المؤثر 

  :فتم تعريفها بالشكل  [ 2]أما في  
Wଶ,ୌ

ୱ ሺԹ
୬
ሻ ൌ ቄf ∈ Lଶ ቀԹ

୬
ቁ ∶   Hୱ ଶ⁄ f ∈ Lଶ ቀԹ

୬
ቁቅ                         ሺ1 െ 4ሻ  

  :فتم تعريفها بالشكل  [ 3]أما في 
ୱ ሺԹ

୬
ሻ ൌ ቄf ∈ LଶሺԹ

୬
ሻ   ∶   Hିୱ/ଶf ∈ LଶሺԹ

୬
ሻ  ቅ                         ሺ1 െ 5ሻ  

1بل تم التعريف من أجل ،   p = 2كان التعريف أكثر عمومية ولم يقتصر على  [ 6]ولكن في  ൏ p ൏

 : يأتيويتلخص ذلك كما .   s = kعدد طبيعي   sو ∞
  

  : الآتيبالشكل  A୨وAି୨تعرّف المؤثرات  
A୨ ൌ  

ப

ப୶ౠ
 x୨        ,    Aି୨ ൌ െ

ப

ப୶ౠ
 x୨         ;     j ൌ 1,2, … , n.     ሺ1 െ 6 ሻ 

Hعندئذ يمكن كتابة مؤثر هرميت   ൌ െ∆  |x|ଶ   بالشكل:  
H ൌ

ଵ

ଶ
∑ ሾA୨Aି୨
୬
୨ୀଵ  Aି୨A୨ሿ                                         ሺ1 െ 7ሻ  

1وليكن  ،عدداً طبيعياً   kالآن ليكن  ൏ p ൏ يعرّف   kهرميت من الدرجة -عندئذ فضاء  سوبوليڤ .  ∞
  :بالشّكل

W୮,ୌ
୩ ቀԹ

୬
ቁ ൌ

ቊ
f ∈ L୮ ቀԹ

୬
ቁ : A୨భA୨మ …A୨ౣf ∈ L୮ ቀԹ

୬
ቁ
ቋ
                ሺ1 െ 8ሻ  

  ;1  |jଵ| , … , |j୫|  n   , 1  m  k 
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w୮,ுوقد تم إثبات أن 
 ሺԹ


ሻ  فضاء باناخ مع النظيم:  

‖݂‖
ௐ,ಹ

ೖ ቀԹ

ቁ
ൌ  ∑ ฮܣభ ݂ฮሺԹܣ…


ሻ

ଵஸ|భ| ,…,||ஸ,
ଵஸஸ

  ‖݂‖
ሺԹ


ሻ
  ሺ1 െ 9ሻ   

ܥكما أن كل من المجموعة 
ஶሺԹ


ሻ  ، ومجموعة كل التراكيب الخطية المنتهية لتوابع هرميت والتي  نرمز لها

ܹ,ுكثيفة في ،  ࣠
 ሺԹ


ሻ  . انظر في[6 , proposition 1] .  

ܹ,ுو سنرمز لها بـ ، هرميت  –فيما يلي سنشكل فضاءات  سوبوليڤ 
௦ ሺԹ


ሻ  ، حيثs  عدد حقيقي و

1   ൏  .وقواه  ܪونقارنهامع فضاء الطاقة للمؤثر  ∞
  

  :أهمية البحث وأهدافه 
داً في بعض تكمن أهمية البحث في كونه يعتمد على مؤثر هرميت وفضاء الطاقة الموافق له وهما مهمان ج

بل إنه يشغل حيزاً لا بأس به في الفيزياء الرياضية التي تدرس المعادلة الموجية ومعادلة ، التطبيقات الفيزيائية
  :الحرارة وهذه المعادلات بشكلها الكلاسيكي يدخل فيها مؤثر لابلاس شرودينجر ومعادلة انتشار 

∆ൌ ∑
డమ

డ௫
మ


ୀଵ   

ܪبينما عند دراستنا لمؤثر هرميت   ൌ െ∆    : فيوجد مؤثر لابلاس بالإضافة لتابع كمون   ଶ|ݔ|
ܸ ൌ     ଶ|ݔ|

الخواص الطيفية للمؤثر وذلك بالاعتماد على ، ويهدف البحث إلى دراسة فضاء الطاقة الموافق لمؤثر هرميت 
 .ومقارنته مع الدراسة السابقة 

  
  :طرائق البحث ومواده 

Թوعلى النشر بتوابع هرميت في ،  ܪسنعتمد في بحثنا بشكل أساسي على الخواص الطيفية لمؤثر هرميت  
 

 :ويتم استخدام ذلك في عدة فضاءات توابع مثل ،)   ܪالتي تشكل توابع خاصة للمؤثر ( 
ܵሺԹ


ሻ    ،ܵᇱሺԹ


ሻ   ،ܮሺԹ


ሻ .  

ଶሺԹܮويكون الانطلاق من فضاء هيلبرت المعروف 

ሻ   ليتم تعميمه إلى الفضاءات الأخرى المذكورة ،

 .مستفيدين من مراجع وأعمال سابقة في هذا المجال 
  

  :النتائج والمناقشة 
قد قدمت إضافة ، الفيزياء الرياضية والتي تملك قيمة تطبيقية في ، نأمل أن تكون النتائج التي حصلنا عليها 

 .وفما يأتي عرض لهذه النتائج ، جديدة 
  : فضاء الطاقة لمؤثرهرميت- 2

Թفي البداية نذكر بعض المعلومات عن مؤثر هرميت وتوابع هرميت في 
  ، [ 7] , [ 4]وهي موجودة في .  

Թتعطى كثيرات حدود هرميت في 
ଵ   من الدرجةk    بالشكل:  

ሻݐሺܪ ൌ   ሺെ1ሻ
݁௧

మ ௗೖ

ௗ௫ೖ
ሺ݁ି௧

మ
ሻ   ; ݇ ൌ 0,1,2, … , ݐ ∈ Թ         ሺ2 െ 1ሻ  

Թفي ) المنظمة المتعامدة (كما تعطى توابع هرميت 
ଵ    بالشكل:  
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݄ሺݐሻ ൌ ൫2݇! ൯ߨ√
ିଵ ଶ⁄

݁ି௧
మ ଶ⁄ ;  ሻݐሺܪ   ݇ ൌ 0,1,2, … , ݐ ∈ Թ       ሺ2 െ 2ሻ  

Թأمّا في  
   ߙمن أجل دليل متعدد )  المنظمة المتعامدة ( فتعرف توابع هرميت ൌ ሺߙଵ, ,ଶߙ … ,    ሻߙ

  :بالشكل 
݄ఈሺݔሻ ൌ ݄ఈభሺݔଵሻ. ݄ఈమሺݔଶሻ…݄ఈሺݔሻ     ; ݔ  ൌ ሺݔଵ, ,ଶݔ … , ሻݔ ∈ Թ


          ሺ2 െ 3ሻ  

หߙห: نضع الآن  ൌ ଵߙ  ଶߙ  ⋯   . ߙ
ଶሺԹܮمعلوم أن الجداء الداخلي والنظيم  في فضاء هيلبرت 


ሻ   لهما الشكل:  

൏ ݂ , ݃ ൌ  ݂ሺݔሻ݃ሺݔሻതതതതതത݀ݔ
Թ
   

‖݂‖ ൌ ൫ |݂ሺݔሻ|ଶ݀ݔ
Թ
 ൯

ଵ/ଶ  
  .حيث يكون التكامل بمفهوم لوبيغ 

  : الآتيةوالآن يمكن إيجاز خواص مؤثر هرميت في المبرهنة 
  .[8] , [7] , [4]: 2)-(1مبرهنة  

ܪلمؤثر هرميت   ൌ െ∆    : الآتيةالخواص    ଶ|ݔ|
ଶሺԹܮمترافق ذاتياً في فضاء هيلبرت (1)


ሻ .  

ఈߣሼيتألف طيفه من القيم الخاصة  (2) ൌ |ߙ|2  ݊ሽఈ  الموافقة للتوابع الخاصة{݄ఈሺݔሻሽఈ  أي أن:  
ሻݔఈሺ݄ܪ ൌ ሺ2|ߙ|  ݊ሻ݄ఈሺݔሻ           )  ߙمن أجل أي دليل متعدد(  

  :ويحقق، موجب محدّد (3)
,݂ܪ〉 ݂〉  ݊‖݂‖

మሺԹ

ሻ

ଶ         ;    ݂ ∈ ሻ                        ሺ2ܪሺܦ െ 4ሻ  
  :إنحيث 

ሻܪሺܦ ൌ   ൛݂ ∈ ଶሺԹܮ

ሻ ∶  ∑ ఈߣ

ଶ |〈݂, ݄ఈ〉|
ଶ

ఈ ൏ ∞ൟ  
  :كما أن 

ሻݔሺ݂ܪ ൌ ∑ ఈఈߣ 〈݂, ݄ఈ〉݄ఈሺݔሻ      ,       ݂ ∈ ሻ                     ሺ2ܪሺܦ െ 5ሻ  
  : 2)-(2ملاحظة 

  :هو غلاقة المؤثر  ܪإضافة لما تقدم نذكر أن 
∘
ܪ ∶ ܥ 

ஶ ቀԹ

ቁ → ଶሺԹܮ


ሻ  

  : إنحيث 
∘
ሻݔሺ݂ܪ ൌ ሺെ∆  ;        ሻݔଶሻ݂ሺ|ݔ|       ݂ ∈ ܥ

ஶ ቀԹ

ቁ                        ሺ2 െ 6ሻ  

݂وهنا يكون من أجل  ∈ ܥ
ஶ ቀԹ


ቁ :  

〈
∘
,݂ܪ ݂〉 ൌ  ሺെ∆  ଶሻ|ݔ|

Թ
 |݂ሺݔሻ|ଶ݀ݔ  

ൌ ∑  ൬ฬ
డሺ௫ሻ

డ௫ೕ
ฬ
ଶ

 หݔ݂ሺݔሻห
ଶ
൰ ݔ݀

Թ



ୀଵ   

ൌ ∑ ቆฯ
డ

డ௫ೕ
ฯ
మሺԹ


ሻ

ଶ

 ฮݔ݂ฮమሺԹ

ሻ

ଶ
ቇ

ୀଵ                                    ሺ2 െ 7ሻ  
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  :2)-(3مبرهنة 
  :فضاء هيلبرت مع الجداء الداخلي  ሻܪሺܦ

〈݂, ݃〉ு ൌ ;           〈݃ܪ,݂ܪ〉   ݂, ݃ ∈ ሻ                              ሺ2ܪሺܦ െ 8ሻ  
ଶሺԹܮجزئي في ( فضاء خطي  ሻܪሺܦواضح أن :الإثبات 

   .( وبما أن:  
〈݂, ݃〉ு ൌ 〈݃ܪ,݂ܪ〉 ൌ ∑ ఈߣ

ଶ 〈݂, ݄ఈ〉〈݃, ݄ఈ〉തതതതതതതതത
ఈ               ;   ݂, ݃ ∈   ሻܪሺܦ

  :فضاء جداء داخلي وبالتالي فهو فضاء منظم مع النظيم  ሻܪሺܦفنجد بحسابات عادية أن 
‖݂‖ு ൌ ඥ〈݂, ݂〉ு ൌ ሺ∑ ఈߣ

ଶ |〈݂, ݄ఈ〉|
ଶ

ఈ ሻ
ଵ
ଶൗ        ;   ݂ ∈   ሻܪሺܦ

ൌ ‖ሼߣఈ〈݂, ݄ఈ〉ሽఈ‖ℓమ  
  .فضاء تام وبالتالي فهو فضاء هيلبرت ሻܪሺܦينتج مباشرة أن    ℓଶمن هذا ومن تمام فضاء المتتاليات 

 :2)-(4ملاحظة 
  :بحسب ما تقدم نجد  

‖݂‖ு ൌ ‖݂ܪ‖
మሺԹ


ሻ
              ;             ݂ ∈   ሻሺ2ܪሺܦ െ  9ሻ  

  :وكذلك 
,݂ܪ〉 ݂〉 ൌ  ∑ ,݂〉|ఈߣ ݄ఈ〉|

ଶ
ఈ       ;             ݂ ∈ ሻ                  ሺ2ܪሺܦ െ 10ሻ  

ଵܪسنرمز له بـ ، موجب محدّد فله جذر تربيعي موجب  ܪوبما أن المؤثر  ଶ⁄ ، لذلك يمكن أن نكتب:  
ฮܪଵ ଶ⁄ ݂ฮ

మሺԹ

ሻ

ଶ
ൌ ଵܪ〉 ଶ⁄ ݂, ଵܪ ଶ⁄ ݂〉 ൌ ,݂ܪ〉 ݂〉 ൌ ∑ ,݂〉|ఈߣ ݄ఈ〉|

ଶ
ఈ         ሺ2 െ 11ሻ  

 .واستنتاج خواصه  ܪيمكننا الآن تعريف فضاء الطاقة للمؤثر  -
 :2)-(5تعريف 

  :هو  ܪفضاء الطاقة للمؤثر  
ுܧ ൌ   ቄ݂ ∈ ଶሺԹܮ


ሻ ∶   ,݂ܪ〉 ݂〉 ൏ ∞ቅ  

  :و النظيم فيه له الشكل 
‖݂‖ாಹ ൌ ඥ〈݂ܪ, ݂〉          ;        ݂ ∈ ு                              ሺ2ܧ െ 12ሻ  

  : 2)- (6ملاحظة
݂محققة من أجل أي     (10-2)،       (7-2)من الواضح أن العلاقات   ∈ ܥ

ஶሺԹ

ሻ     . وينتج من

ܥيحوي المجموعة  ுܧذلك أن الفضاء 
ஶሺԹ


ሻ .  

  :ومن المتراجحات المحققة وضوحاً 
∑ |〈݂, ݄ఈ〉|

ଶ
ఈ  ∑ ,݂〉|ఈߣ ݄ఈ〉|

ଶ
ఈ  ∑ ఈߣ

ଶ |〈݂, ݄ఈ〉|
ଶ

ఈ   
  :ينتج أن 

‖݂‖
మሺԹ


ሻ

ଶ  ‖݂‖ாಹ
ଶ   ‖݂‖ு

ଶ              ;    ݂ ∈ ሻ                  ሺ2ܪሺܦ െ 13ሻ  
  :وبالتالي تكون الطمور المستمرة التالية صحيحة 

ሻܪሺܦ ↪ ுܧ   ↪ ଶ൫Թܮ 

൯                                            ሺ2 െ 14ሻ   

ܥوبما أن 
ஶሺԹ


ሻ   ܮكثيفة في كل منଶ൫Թ


൯ܦوሺܪሻ  ܧفتكون كذلك كثيفة في الفضاءு .  

  :الآتيةوبالتالي نجد النتيجة  
  : 2)-(7نتيجة 

ܥهو إتمام المجموعة  ுܧالفضاء  
ஶሺԹ


ሻ  بالنظيم‖݂‖ாಹ ൌ ඥ〈݂ܪ, ݂〉 .  
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  :يكون أيضاً 
‖݂‖ாಹ ൌ ฮܪଵ/ଶ݂ฮ

మሺԹ

ሻ
ுܧ& ൌ ଵܪ൫ܦ ଶ⁄ ൯          ሺ2 െ 15ሻ  

  :2)-(8مبرهنة 
  :فضاء هيلبرت مع الجداء الداخلي  ுܧ

〈݂, ݃〉ாಹ ൌ ,݂ܪ〉 ݃〉              ; ݂ , ݃ ∈ ு                            ሺ2ܧ െ 16ሻ  
 

ܥوالمجموعة 
ஶሺԹ


ሻ  إضافة لذلك فإن الجملة . كثيفة فيه൛ߣఈ

ିଵ ଶ⁄ ݄ఈሺݔሻൟఈ   تشكل قاعدة منظمة متعامدة
  .فيه

ܥأن   (6-2)وجدنا في الملاحظة :  الإثبات
ஶሺԹ


ሻ  ܧكثيفة فيு .  

ఈߣبـ  ఈߣيكفي استبدال ( فضاء هيلبرت ுܧيمكن إثبات أن  (3-2)بشكل مشابه تماماً لإثبات المبرهنة 
ଵ/ଶ (. 

ఈߣ൛والآن نثبت أن  
ିଵ ଶ⁄ ݄ఈሺݔሻൟఈ  ܧتشكل جملة متعامدة منظمة وتامة في الفضاءு.  

ଶ൫Թܮمنظمة متعامدة في ሻሽఈݔሼ݄ఈሺفي الواقع بما أن الجملة

൯ فيكون لدينا من أجل أي دليلين متعددينα ،β :  

ఈߣ〉
ିଵ ଶ⁄ ݄ఈ, ఉߣ

ିଵ ଶ⁄ ݄ఉ〉ாಹ ൌ ఈߣ〉
ଵ ଶ⁄ ݄ఈ, ఈߣ

ିଵ ଶ⁄ ݄ఉ〉 ൌ 〈݄ఈ, ݄ఉ〉 ൌ   ఈ,ఉߜ
݂ليكن الآن  ∈   ) :مترافق ذاتياً   ܪمع الأخذ بعين الاعتبار أن ( عندئذ نجد ما يلي .  ுܧ

〈݂, ఈߣ
ିଵ ଶ⁄ ݄ఈ〉ாಹ ൌ ,݂ܪ〉 ఈߣ

ିଵ ଶ⁄ ݄ఈ〉 ൌ ఈߣ
ଵ ଶ⁄ 〈݂, ݄ఈ〉  

ఈߣوبما أن     :فينتج أن  0
〈݂  , ఈߣ

ିଵ ଶ⁄ ݄ఈ〉ாಹ ൌ 0       ; ߙ∀  ⇔ 〈݂, ݄ఈ〉 ൌ 0      ;   ߙ∀ 
ଶሺԹܮتامة في  ሻሽఈݔሼ݄ఈሺوبما أن الجملة 


ሻ فينتج أن الجملة൛ߣఈ

ିଵ ଶ⁄ ݄ఈሺݔሻൟఈ ܧتامة فيு  . 
  .وبذلك يتم المطلوب

 : 2)-(9نتيجة 
݂كل عنصر  ∈ ఈߣ൛يمكن نشره بسلسلة فورييه وفق الجملة ுܧ

ିଵ ଶ⁄ ݄ఈሺݔሻൟఈ ܧفي  ݂ومتقاربة منு  
  :كما يلي 

݂ ൌ ∑ 〈݂  , ఈߣ
ିଵ ଶ⁄ ݄ఈ〉ாಹఈ ఈߣ

ିଵ ଶ⁄ ݄ఈ  
      ൌ  ∑ ,  ݂ܪ〉 ఈߣ

ିଵ ଶ⁄ ݄ఈ〉ఈ ఈߣ
ିଵ ଶ⁄ ݄ఈ  

ൌ ∑ 〈݂  , ݄ఈ〉ఈ ݄ఈ                                                        ሺ2 െ 17ሻ  
݂وهذا يعني أيضاً أن لكل  ∈ ଶሺԹܮو   ுܧنفس السلسلة في كل من  ுܧ


ሻ . 

  
  : ࡴقوى المؤثر  - 3

وسوف نبين أنه من . عدد حقيقي  sحيث ،  ܪللمؤثر௦ܪسنعتمد على النظرية الطيفية لحساب القوى 
sأجل  وهو ما يساعد  ௦/ଶܪوبالتالي يمكن حساب الجذر التربيعي .  ܪنفس خواص المؤثر  ௦ܪيكون للمؤثر   0 

  .مع فضاءات  سوبوليڤ المذكورة في مقدمة البحث ومع فضاءات الطاقة الموافقة  ௦ሻܪሺܦفي مقارنة 
 :  3)-(1تعريف 

  :نضع  sمن أجل أي عدد حقيقي 
௦ሻܪሺܦ ൌ ቄ݂ ∈ ଶሺԹܮ


ሻ ∶ ௦݂ܪ ∈ ଶሺԹܮ


ሻቅ  
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௦݂ܪ ൌ ∑ ఈߣ
௦

ఈ 〈݂  , ݄ఈ〉݄ఈ         ;      ݂ ∈ ܪሺܦ
௦ሻ  

ݏلاحظ أنه عندما ( ൌ  ݏوعندما  ،  ܪنحصل على  1 ൌ   ) . ଵ/ଶܪنحصل على  1/2 
 : 3)-(2ملاحظة 

  :من التعريف السابق نجد مباشرةً  
݂ ∈ ௦ሻܪሺܦ ⇔ ∑ ఈߣ

ଶ௦
ఈ |〈݂  , ݄ఈ〉|

ଶ ൏ ∞  
  : 3)-(3مبرهنة 
  :الخواص التالية   ௦ܪللمؤثر

 ݏمن أجل ) 1(   ݏمحدوداً ومن أجل   ௦ܪيكون 0     .يكون موجباً محدّداً 0 
ݏمترافق ذاتياً وذو طيف نقطي بحت من أجل  ) 2(  ఈߣأي أن طيفه يتألف فقط من القيم الخاصة(  0 

௦  (.  
  :فضاء هيلبرت مع الجداء الداخلي  ௦ሻܪሺܦ) 3(

〈݂, ݃〉௦ ൌ   ܪ〉
௦݂, 〈௦݂ܪ  〈݂, ݃〉       ;       ݂, ݃ ∈ ௦ሻ             ሺ3ܪሺܦ െ 1ሻ  

 ݏليكن  ) 1: ( الإثبات  ݂وليكن0  ∈   :عندئذ نجد  .௦ሻܪሺܦ
‖௦݂ܪ‖

మሺԹ

ሻ

ଶ ൌ ∑ ఈߣ
ଶ௦

ఈ |〈݂  , ݄ఈ〉|
ଶ  ∑ |〈݂  , ݄ఈ〉|

ଶ
ఈ ൌ ‖݂‖

మሺԹ

ሻ

ଶ   
‖௦ܪ‖مؤثر محدود كما أن   ௦ܪومنه ينتج أن     sمن أجل 1   0 .  

sالآن ليكن    ݂وليكن 0  ∈   :عندئذ نجد .  ௦ሻܪሺܦ
‖௦݂ܪ‖

మሺԹ

ሻ

ଶ ൌ ∑ ఈߣ
ଶ௦

ఈ |〈݂  , ݄ఈ〉|
ଶ  ‖݂‖

మሺԹ

ሻ

ଶ                  ሺ3 െ 2ሻ   
 sمؤثر غير محدود من أجل ௦ܪوبالتالي     :ويكون ،  0 

,௦݂ܪ〉 ݂〉 ൌ ∑ ఈߣ
௦

ఈ |〈݂  , ݄ఈ〉|
ଶ  ‖݂‖

మሺԹ

ሻ

ଶ      ; ݂ ∈ ௦ሻ           ሺ3ܪሺܦ െ 3ሻ  

  :إضافة لذلك لدينا ما يلي . موجب محدّد  ௦ܪوهذا يعني أن المؤثر 
ఈߣبما أن  ൌ |ߙ|2  ݊    : (3-3)فينتج من العلاقة   ݊

,௦݂ܪ〉 ݂〉  ݊௦‖݂‖
మሺԹ


ሻ

ଶ               ;  ݂ ∈ ௦ሻ                   ሺ3ܪሺܦ െ 4ሻ  
  ) . (4-2)قارن مع العلاقة ( 
௦ܪ: مترافقاً ذاتياً إذا كان  ௦ܪيكون المؤثر ) 2( ൌ ሺܪ௦ሻ∗  . لذا يتوجب علينا حساب المرافقሺܪ௦ሻ∗.  
  :من العلاقة  

,௦݂ܪ〉 ݃〉 ൌ 〈݂, ሺܪ௦ሻ∗݃〉               ;  ݂ ∈ ݃    , ௦ሻܪሺܦ ∈   ௦ሻ∗ሻܪሺሺܦ
    :وهذا يعني 

∑ ఈߣ
௦

ఈ 〈݂  , ݄ఈ〉〈݃  , ݄ఈ〉തതതതതതതതതത ൌ ∑ 〈݂  , ݄ఈ〉〈ሺܪ
௦ሻ∗݃  , ݄ఈ〉തതതതതതതതതതതതതതതതത

ఈ   
ఈߣوبما أن 

௦ ܪعدد حقيقي والمؤثر௦  ܪ〉ينتج ذلك من كون ( تناظري௦݂,  (1-3)عدد حقيقي حسب  〈݂
ଶሺԹܮكثيفة في   ௦ሻܪሺܦو


ሻ  ܥلأنها تحوي المجموعة

ஶሺԹ

ሻ    .( فيكون لدينا:  

  
∑ 〈݂  , ݄ఈ〉〈ܪ

௦݃  , ݄ఈ〉തതതതതതതതതതതതതത
ఈ ൌ ∑ 〈݂  , ݄ఈ〉〈ሺܪ

௦ሻ∗݃  , ݄ఈ〉തതതതതതതതതതതതതതതതത
ఈ   

  :ومنه ينتج أن 
,  ௦݃ܪ〉 ݄ఈ〉 ൌ 〈ሺܪ௦ሻ∗݃  , ݄ఈ〉         ;   ߙ∀ 

݃وبالتالي فإن  ∈ ݃إذا وفقط إذا كان   ௦ሻ∗ሻܪሺሺܦ ∈   . ௦ሻܪሺܦ
௦ሻ∗ሻܪሺሺܦ:أي أن    ൌ   :كما أن .  ௦ሻܪሺܦ
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ሺܪ௦ሻ∗݃ ൌ ;        ௦݃ܪ   ݃ ∈   ௦ሻܪሺܦ
ଶሺԹܮالمساواة في الفضاء ( 


ሻ  . ( ܪبذلك يكون௦  ًمؤثراً مترافقاً ذاتيا.  

  :ذو طيف نقطي بحت يكفي إثبات أن المؤثر ௦ܪلإثبات أن المؤثر 
௦ିܪ ൌ ሺܪ௦ሻିଵ: ܧுೞ → ଶሺԹܮ


ሻ  

 .[Theorem 4.5.1 , 7]انظر ،  Rellichمتراص وذلك بحسب اختبار  
  ) : (5-2)انظر تعريف (وله الشكل التالي  ௦ܪفضاء الطاقة الموافق للمؤثر  ுೞܧحيث هنا 

ுೞܧ ൌ ቄ݂ ∈ ଶሺԹܮ

ሻ ∶ ,  ௦݂ܪ〉 ݂〉 ൏ ∞ቅ  

                      ൌ ቄ݂ ∈ ଶሺԹܮ

ሻ ∶ ∑ ఈߣ

௦
ఈ |〈݂  , ݄ఈ〉|

ଶ ൏ ∞ቅ  
                                  ൌ ቄ݂ ∈ ଶሺԹܮ


ሻ ∶ ௌ/ଶ݂ܪ ∈ ଶሺԹܮ


ሻቅ ൌ   ௌ/ଶሻܪሺܦ

ேܪቄلنأخذ الآن متتالية المؤثرات 
ି௦:ܪ௦ → ଶሺԹܮ


ሻቅ  المعرفة بالشكل:  

ேܪ
ି௦݂ ൌ  ∑ ఈߣ

ି௦〈݂  , ݄ఈ〉|ఈ|ஸே ݄ఈ  
  :وبما أن . مؤثر متراص لأن مجموعة قيمه تقع في فضاء جزئي منته الأبعاد  ேܪفنجد أن كل 

௦ିܪ‖ െ ேܪ
ି௦‖ ൌ ܪ‖‖సభ‖ݑݏ

ି௦݂ െ ேܪ
ି௦݂‖

మሺԹ

ሻ
  

                                    ൌ ‖సభ‖ݑݏ ∑ ఈߣ
ି௦

|ఈ|ஹேାଵ |〈݂  , ݄ఈ〉|
ଶ  ଶሺேାଵሻߣ

ି௦

ே→ஶ
ሱۛ ሮۛ  0  

  .مؤثر بطيف نقطي بحت  ௦ܪمتراص وبالتالي  ௦ିܪمن ذلك ينتج أن المؤثر 
  :ويكون  ௦ሻܪሺܦتعرف جداءً داخلياً في  (1-3)بحسابات عادية نجد أن العلاقة )  3(

‖݂‖௦
ଶ ൌ ‖௦݂ܪ‖

మሺԹ

ሻ

ଶ  ‖݂‖
మሺԹ


ሻ

ଶ        ;   ݂ ∈ ௦ሻ         ሺ3ܪሺܦ െ 5ሻ  
  ) . 3- 2(تام بشكل مشابه لما فعلناه في المبرهنة   ௦ሻܪሺܦونثبت أن
  :3)-(4ملاحظة 

sليكن       :ينتج أن  (5-3)و   (2-3)،    (1-3)عندئذ من العلاقات  .  0 
‖௦݂ܪ‖

మሺԹ

ሻ

ଶ  ‖݂‖௦
ଶ ൌ ‖௦݂ܪ‖

మሺԹ

ሻ

ଶ  ‖݂‖
మሺԹ


ሻ

ଶ  ‖௦݂ܪ‖2
మሺԹ


ሻ

ଶ   
‖௦݂ܪ‖، ௦‖݂‖وبالتالي فإن النظيمين 

మሺԹ

ሻ

ுమೞܧمتكافئين في الفضاء     ൌ   . ௦ሻܪሺܦ
  :هرميت –فضاءات سوبوليڤ  - 4

ଶሺԹܮإن أغلب ما تحدثنا عنه سابقاً حول  فضاءات سوبوليڤ كان بمفهوم فضاء هيلبرت

ሻ . والآن نريد

ሺԹܮالتعميم إلى حالة فضاء باناخ 

ሻ   حيث شكلت فضاءات  ،  [6]ويتم ذلك بشكل مختلف عما هو مذكور في

توجد دراسة مفصلة عن فضاءات  سوبوليڤ  [7]نشير هنا أنه في . هرميت من مراتب صحيحة  –سوبوليڤ
Թالكلاسيكية من  مراتب صحيحة وكذلك تفصيلات عن مؤثر هرميت في 

ଵ  وخواصه.  
 :4)-(1تعريف 

عدداً حقيقياً وليكن   sليكن   ∈ ሾ1,∞ሻ  . عندئذ نضع:  
ܹ,ு
௦ ሺԹ


ሻ ൌ ቄ݂ ∈ ሺԹܮ


ሻ: ௦݂ܪ ∈ ሺԹܮ


ሻቅ  

  . (1-3)كما هو وارد في التعريف  ௦݂ܪهنا 
ܹ,ுكما أن ، نعود للدراسة السابقة   p =  2لاحظ أنه عندما يكون ( 

 ሺԹ

ሻ ൌ ሺԹܮ


ሻ .(  
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  :4 )-(2ملاحظة 
ܹ,ுلإثبات أن  

௦ ሺԹ

ሻ وهنا . فضاء باناخ يلزمنا بعض المعلومات الإضافية حول النشر بتوابع هرميت

  :بالشكل  من أجل ذلك نعرف المساقط  [ chapter 3,4 ]المعرفة في (Riesz means)سنأخذ طريقة ريس 
݂ ൌ ∑ 〈݂  , ݄ఈ〉|ఈ|ୀ ݄ఈ                                                   ሺ4 െ 1ሻ  

  :طريقة ريس للتجميع بالشكل ثم نعرف 
ܵோ
ఙ݂ ൌ ∑ ቀ1 െ

ଶା

ோ
ቁ
ା

ఙ
ஶ
ୀ ݂                                            ሺ4 െ 2ሻ  

  σعندئذ تتحقق المحدودية المنتظمة التالية من أجل     0 :    
‖ܵோ

ఙ݂‖
ሺԹ


ሻ
 ܿ‖݂‖

ሺԹ

ሻ
                                      ሺ4 െ 3ሻ  

ଶ:كان  إذا وفقط إذا

ାଵାଶఙ
൏  ൏

ଶ

ିଵିଶఙ
            ،[4 , p. 68 ] .  

  :لدينا أيضا المبرهنة التاليةً  
  [ theorem 3.3.2 ,4 ]:4)-(3مبرهنة 

ߪو     ∞≥p ≥ 1ليكن  
ିଵ

ଶ
  :عندئذ تتحقق المحدودية المنتظمة .  

‖ܵோ
ఙ݂‖

ሺԹ

ሻ
 ܿ‖݂‖

ሺԹ

ሻ
                ;   ݂ ∈ ሺԹܮ


ሻ                 ሺ4 െ 4ሻ  

݂فإنه من أجل  : إضافة لذلك  ∈ ሺԹܮ

ሻ      ،1≤ p <∞   بالنظيم (يصح التقارب التالي: (  

݈݅݉ோ→ஶ ܵோ
ఙ݂ ൌ ݂                                                          ሺ4 െ 5ሻ  

  :4)-(4تعريف
  :هرميتبالشكل نعرف مجموعة التراكيب الخطية المنتهية لتوابع 

∏ு
ே ൌ ሼ∑ ܽఈ݄ఈ|ఈ|ஸே        ∶        ܽఈ ∈ ԧሽ           ; ܰ ൌ 0,1,2, …  

∏ு ൌ ⋃ ∏ு
ேஶ

ேୀ   
  .يمكننا الآن إثبات المبرهنة الرئيسية في هذا العمل  -

 :4)-(5مبرهنة 
,ுݓ
௦ ሺԹ


ሻ      فضاء باناخ مع النظيم:  

‖݂‖
ௐ,ಹ

ೞ ቀԹ

ቁ
ൌ ‖௦݂ܪ‖

ሺԹ

ሻ
 ‖݂‖

ሺԹ

ሻ
                         ሺ4 െ 6ሻ  

ܥوكل من المجموعتين 
ஶሺԹ


ሻ   و∏ு   كثيفة فيه.  

݂في البداية نلاحظ أنه من أجل :  الإثبات ∈ ,ுݓ
௦ ቀԹ


ቁ  ܪيكون௦݂ ∈ ሺԹܮ


ሻ  ،كما أن:  

ܵோ
ఙሺܪ௦݂ሻ ൌ ௦ሺܵோܪ

ఙ݂ሻ ∈ ∏ு
ே  

ܹ,ுكثيفة في  ு∏ينتج أن  (5-4)وبحسب 
௦ ሺԹ


ሻ     .  

௦݂ܪبما أن   ∈ ܥ
ஶሺԹ


ሻ   ݂من أجل ∈ ܥ

ஶሺԹ
୬
ሻ    أيضاً أن  (5-4)ينتج منC

ஶሺԹ
୬
ሻ  كثيفة.  

W୮,ୌمتتالية كوشي في  ሼfሽالآن لتكن 
ୱ ሺԹ

୬
ሻ   . عندئذ تكون كل منሼfሽ    وሼHୱfሽ  

L୮ሺԹمتتالية كوشي في 
୬
ሻ .  

L୮ሺԹوبما أن   
୬
ሻ  تام فتكون كل من هاتين المتتاليتين متقاربة فيL୮ሺԹ

୬
ሻ .  

SᇱሺԹهنا التقارب يتم بمفهوم التوزيعات (نجد ما يلي  (5-4 )بحسب العلاقة 
୬
ሻ  باعتبارL୮ሺԹ

୬
ሻ  فضاء

SᇱሺԹجزئي من 
୬
ሻ    : (  

               Hୱf
→ஶ
ሱۛ ሮۛ Hୱf ) التقارب فيSᇱሺԹ

୬
ሻ   (  
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  :يكون (5-4)وبالتالي بحسب
        Sୖ

ሺHୱfሻ
→ஶ
ሱۛ ሮۛ Hୱf ) التقارب فيSᇱሺԹ

୬
ሻ   (  

Sୖ‖:نجد أن  (4-4)وبحسب المحدودية المنتظمة 
ሺHୱfሻ‖౦ሺԹ


ሻ

  .محدودة بانتظام  
L୮ሺԹللفضاءات  ( Fatou's property) وبحسب خاصة فاتو  

୬
ሻ  . ينتج أن:  

Hୱf ∈ L୮ሺԹ
୬
ሻ ،  وبالتاليf ∈ W୮,ୌ

ୱ ሺԹ
୬
ሻ  .وهذا بدوره يعني أن الفضاءW୮,ୌ

ୱ ሺԹ
୬
ሻ   تام .  

  : 4)-(6ملاحظة 
L୮ሺԹفي الفضاءات  (2-1)هرميت  –الفضاءات المدروسة آنفاً تفيدنا في دراسة معادلة شرودينجر  

୬
ሻ  من 

  .وسوف يكون ذلك في أعمال لاحقة لهذا العمل   ،   p = 2أجل مجال أوسع من   
  

  :الاستنتاجات والتوصيات 
  رياضية خصائيين في الفيزياء الوبالتعاون مع بعض الأ، بعد الحصول على النتائج المذكورة سابقاً يمكن 

  .الاستفادة من هذه النتائج ليكون لها تطبيقات فيزيائية أو كوانتية، أو الميكانيك الكوانتي
بهذا الخصوص نقدم ، كذلك يمكن التوسع والحصول على نتائج أخرى ويتم ذلك بالدراسة ومتابعة البحث 

  : الآتيةالتوصيات 
Թمن نمط  سوبوليڤ على  ) مثقلة (محاولة تشكيل فضاءات توابع  -"1

୬  بالاعتماد على المشتقات التوزيعية
W୮كما هو الحال في الفضاءات الكلاسيكية ، 

ୱሺԹ
୬
ሻ  وكيفية اختيار توابع الثقل.  

  ؤثر لاجير وم ،توابع لاجير:مثل ، إمكانية القيام بدراسة مشابهة من أجل توابع أخرى ومؤثرات أخرى  -"2
  .أو لوجاندر أو غيرها من التوابع والمؤثرات التي لها دراسات فيزيائية رياضية ؟ 

 .الخ .... ، ليزوركين –فضاءات تريبل، فضاءات بيزوف : مثلاً ، محاولة تشكيل فضاءات توابع عديدة -"3
  :وهذه لها أهميتها في مجال المعادلات التفاضلية الجزئية التي تحوي مؤثرات 

  .للفضاءات الكلاسيكية  ∆) 1(
  .للفضاءات المدروسة حديثاً .... هرميت أو لاجير أو ) 2(
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