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����  ABSTRACT   ���� 

 

In this research, we have put an algorithm which gives Salem Numbers m

εθ  starting 

from      

 Pisot Number θ   and we have been able to give a few examples and discover some 

new Small Salem Numbers. Beside that we have studied the intersection of Salem 

Numbers  with  a real interval  and put the condition that must be provided by the 

coefficients of  the expansion of the  fractional function f  related to a  Pisot Number θ  

in order to give Salem Numbers in a certain interval [ , ]x y  where    [ ] 0,x y T⊆  and 

*

0
1,T θ =    .    
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��7� :  

 
� ����� ��� �  ���-�� �� 5(� �����  <�!"��� ���� ����	 
�� ���� ��� � '  �� ����=�� >�� /�?�

 �#� ������ �&	 �  � ������� .��  ���� ����	 ��� &  
� ,�-��T.  

��� 
�   �1 SIEGEL  [6]  ���� ��� �-�	 ���� � *θ +��$1� ������ �  ��1%� 
������ ��&�� �� �
 ������3 1z z− −� �� ,�-��� ������� � ���� ����E� ���� .� -�� ���F 
E��  ��� & �� G����

[ ],T x y∩  ���[ ] 0,x y T⊆ �*

0
1,T θ =   �  �	 ������[ ],x yτ ∈ � ���*

( ) ( )n n nr x u r y≤ ≤.  

) 9����1(:  <���� ����  <���� �   <����& )algebraic number( <���& ��1 ���  ����� ��$ E� ���� +��$1�[1] .  

( ) [ ]P z Q z∈  
1

1 1 0( ) .......... ;
n n

n n iP z a z a z a z a a Q
−

−= + + + + ∈  

) 9����2(  ���-�%� ������ +��$1 :(minimal polynomial ) 8��& ���� ��#� ��z  ������ +��$1 
�
�&���� W�� ���="� �#����� ��X � �!%�'  � ��� 
��z  <���&  �2�[1].  

) 9����3 ( : <���� ����  <����& �   <����� (algebraic integer )  <���& ��1 ���  ��$ E� ������ ���� +��$1�
  �����[1]  

( ) [ ]P z Z z∈  
1

1 1 0( ) .......... ;
n n

n iP z z a z a z a a Z
−

−= + + + + ∈ 

) 9����4 ( W�����  :8��&�� �����(conjugate)   ����� ��2� ��#� �� ���-�%� ������ +��$1� ��& 8	 ��
 8��&��.  

) ��$ 1 : (� \��� ��� �1 �α �$1 \��� 8��& ��� �� � 
� 6� ��#� �� ���-�%� ������ +z α−  

) ��$ 2 ������� ������ �� : (1 5

2
φ

+
=  
� 6� ��#� �� ���-�F� ������ +��$1 \��� 8��& ��� 
�

2 1z z− −  
) 9����5(  : �� ����
���� ���1θ >  ������ �  ��1	�) ���� ��� 6�Pisot number � ( �� ���� ��1

���&� �����  5� & +������ +�`�� �=�� 5�2����� .  

) ��$ 3 : (1 5

2
φ

+
=  ���� b���  6� ���� ��� ��1 5

2
ψ

−
= ?�"�1φ >  �1ψ <  .  

 � ���� ���� ����� ��� & � � ��S   � ���� ���� ����E� ��#� �� ���-�F� ������ W���$1 +��% � �� ��.  
9���� )6(  : �� ����
���� ���1τ > �) ���� ��� 6�salem number <���� ��1 ��� (  <����&  <����� 

 5� & �#� 5�� ���� ��& �!F� �#� �&�� ���� �2�#� �	 +������ +�`�� �=�� 5� 6����� C .  
� ���� ���� ����	 ��� & � � ��T ' � ���� ���� ���� ��#� �� ���-�F� ������ W���$1� � �� �ℑ .  

  
) 9����7(  ���� ��� �� ���� :1τ >  � ��� 6� 8�-�	)Small Salem Number( � ��1 ��1.3τ <

[2] .  
) 9����8(   ���1��� ������ +��$1 :(reciprocal polynomial )  �&���� W��k  b�� ���� +��$1 �1 
�  
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1( ) ( )k
R z z R z

−=[2]  

) 9����9( ��� ������ +��$1 : ������)cyclotomic polynomial  ( ���� +��$1 
�  5� &  �#� 5� �����&
  +������ +�`�� : �10�� �2�  

1 2( ) ............. 1n n n
P z z z z z

− −= + + + + +[2]  
Sθ ∈ ���� ���  �1� �P %� ������ +��$1 �&���� �2� 6� ��#� �� ���-�s  ' �1��1( ) ( )s

Q z z P z
−= 

 �`���(0) 1Q =  �Q  <���& � ����� W" ��  d#   <����� ���  �� +������ +�`�� �=��1θ − .  
 W��1 ���( )A z  � �����  ��X � ����� W" �� � ���� +��$1( )Q z ' b�� ���!"���(0) 0A >  �

( ) ( )A z Q z≤  �&	 � 1z =  �`���
A

f
Q

=  ������ ���� �� ����1�� ������ �������θ .  

 �=e �	 �1 �(sgn(0))A P=  ��1 
�$��)( )Q z  � ��� �  ���1� ������ ����
2( ) 1Q z qz z= − +  ���( ) 1A z = . ( ������ >�� 
� 3���  ���=� ��  

 ������ W���$1 +��% � ���f  � ��� ��� �  � ����F .  
 ���� ���( . )R Salem  
�[3]���� ����	 �  ���� � ���2� �� ���� ��� �1 �	' ��2&�� �  �'  ��=�� �

  � ��� �  ���� W���$1 d�� 
�( ) ( ) ( )
m

m
R z z P z Q zε= + �1  �$( . )D Boyd  
�[2] � ��	 W��$2 �  �

���� ��� �1 �&	τ  6� ��#� �� ���-�F� ������ +��$1R  �&������ +��$10P  ���� ���� ��#� θ  : ����  
1

0 0( ) ( ) ( )
m k

R z z P z z P zε −= +  
����4��� � ���� �2�� ��� �  	��  ������� �0!��  
� ������� ������� � 1ε =  �1ε = − ����#�

 ���� ��� �  �!"��� ���� ����	 
�� �� ����= �#����%� ������ 
� ���� ��� �#� ���� � �� ���	 �&��  
)1ε = ( 
�� 
�� ���0�� ����� �����$�� ������ 
� ���� ����	 )1ε = −( )�� ���(� �  ��� �  �1 /�?� ��

 �  ��� &  �#� ������ �&�  
 ,�-��� ���� ����	6�� �&���� ���� ��� �  �-�	 ���� ����	 
��� 8��� ��0�� �X���  ���.  

� � +��	������f  3��� ������ f��=��� 5 [ ] [ ]1 , 4 .  

� f  
� ����� ���� ����8������ f����  ������ 3���� g��$���1 1θ − <                   )1( 
� ( ) 1f z ≤ � +������ +�`�� �#. 

� 1 2

0 1 2( ) ........... ........
n

n
f z u u z u z u z= + + + + +  �&	 � 1

z θ −<  ���
i

u Z∈  �0 1u ≥ .  

  
 W�$	 ���DUFRESNOYET.PISOT ����� 
�1955[ ]4  W" �� �� ����  �	{ }

n
u ������C  
�

 : W��&�� �� �# & ����� ���0� +���  ����   
� 01 u≤ 
� 2

0 11u u− ≤                                                                                  )2( 

� *

0 1 1 0 1 1( , ,......., ) ( , ,......., )
n n n n n

w u u u u w u u u− −≤ ≤    ���2n ≥ 

�� W��&�� ��*

0 1 1 0 1 1( , ,......., ) ( , ,......., )
n n n n n

w u u u u w u u u− −≤ ≤    ���2n ≥ ��&
n

u  +��� 

 �2�� ��1� 
�� ������ g��$��� ����  ��&  ���
2

*

0 1,u w= = ∞[ ]4.  
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 ���� 
1�*,
nn

w w 
#��  5��[ ]4 :  

 �1�( ), ( )
n n

D z E z ��$1
 � ��� �  ������  :  
1

1( ) ...........
n n

n n
D z z d z d

−= − + + +       )3(  
1

( ) ( ).
n

n n
E z z D z

−= −  

 �`���(0) 1
n

E =  �	 ���0 1, ,...........,
n

d d d  ��� ����  ��	 b����n  ��0�  �  ��n

n

D
E

  5 

6"�$   
� ��0� f: 
#�� 1  

0 1 0 1 1.......... ( , ,......., ) ............nn
n n

n

D
u u z w u u u z

E −= + + + +                    )4(  

: /��� 6��0  �10� 
* * 1 *

1( ) ...........
n n

n n
D z z d z d

−= + + +  
* * 1
( ) ( ).

n

n n
E z z D z

−=                              )5(  

 W" �� �� ��� �	 �#�* * *

0 1, ,...........,
n

d d d  ��	 b���� ����n  ��0�  �  ��
*

*
n

n

D

E
  5 

6"�$   
� ��0� f: 
#�� 1  
*

*
* 0 1 0 1 1.......... ( , ,......., ) ............nn

n n
n

D
u u z w u u u z

E −= + + + +                   )6(  

 W�$	 ���DUFRESNOYET.PISOT  
�[4]  �	*
,

n n
D D��� : ������ t���� W�!"��  

1

1 1 1 1( ) (1 ) ( ) ( )( ) ( )
n n n n n n n

D z z D z u w u w zD z
−

+ − − −= + − − −                       )7(  
* * * * 1 *

1 1 1 1( ) (1 ) ( ) ( )( ) ( )
n n n n n n n

D z z D z w u w u zD z
−

+ − − −= + − − −                      )8(  

 b����&�� �� 
� +���� ��
n n

w u≤  ��1 ��� ���n

n

D
f

E
= .  

 �� 6��0  �10�*

nn
u w=  ��1 ��� ���

*

*
n

n

D
f

E
=.  

� �  "1 �*
,

n n
D D  �1 � ��� �10�	 <F�$ 	 d#  � �����'  ��1 �	 8���(�� �  G�� �	 ����� �2��$ .  

�C�5� :  \(�	 ��� 8�1�� 
�[ ]1 �	  <�����  <�����  �	 ���� �	 �1 �1 2,D D -���� � 2���w� �� � :  

1 0( ) 1E z u z= − ,1 0( )D z u z= −  

 *

1 0( ) 1E z u z= + ,*

1 0( )D z u z= +  
21

2 0

0

( ) 1
1

u
E z z u z

u
= − −

+
,21

2 0

0

( )
1

u
D z u z z

u
= + −

+
  

* 21
2 0

0

( ) 1
1

u
E z z u z

u
= + +

−
  ,* 21

2 0

0

( )
1

u
D z u z z

u
= + +

−
  

 <���$1 
������ b����� 
�  ��=�� � *
( ), ( )

n n
F z F z  �  F��*

,
n n

D D  
����1 �����  ���� ���$1 � � �

[2]:  

,0 ,( ) ...........n

n n n n
F z f z f= + +              )9(  

* * *

,0 ,( ) ...........n

n n n n
F z f z f= + +             )10(  
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 �	 ���,0 ,1 ,, ...........,
n n n n

f f f  
�	 <� ��! d#  F ����� ����  <�1�0   <��-�	  ���� �� �

,0

n
n

n

F
D

f
= − .  

 W" ��  /�� 6��0  �10�*

n
F[2] .  

 �`�����
,0

n
n

n

W
w

f
=                 �

*
*

*

,0

n
n

n

W
w

f
= .  

� 3 ��#� �� t���� W�!"� �*
,

n n
F F  y�� �*

,
n n

W W  W�!"��� � � �#� ���2�� 7��������� .  

)� �  �� F +��0� ��	 3��� 8���(�� �  G�� 6�*
,

n n
F F �#��  �1 
�'  W�!"� �  +��4�F� �1 � ���

w� t���� : ��  
* * * 1

1 1 4( )( )( )
n n n n n n n n

w w w u u w w w
−

+ +− = − − −                )11([5]  

  
 ����� 
�1978  
1�� %� 
(����� � 1	.D Boyd
�[ ]5 � �DUFRESNOYET.PISOT  5(��

 +���  WF�&  � ( ���� ����	 
�� ���0[ ],S x yI.  

���0�� �� f=#� �	 �1 �  
���� �10�� �#� :  
 �1��[ ] [ ), 1,x y ⊂ ∞ �  �1�f C∈  ����[ ],x yθ ∈ �	 ,��� �`���{ }

n
u ��� ���()�� b��

 ���0�� ��� & (2)  <����0 �����(  
� :  
*

0 1 1 0 1 1( ; , ,.........., ) ( ; , ,.........., )
n n n n n

v x u u u u v y u u u− −≤ ≤       )12(  

: ���  
1

*1 1

1

( )(1 ) ( )
( )

( )
n n n

n n
n

u w y y D y
w v y

D y

−

− −

−

− +
+ =     )13(  

 ��*

n
v  "� b�� : ������ t���� �!  

2 1 *
*

*1 1

(1 ) ( )( )

( )
n n n n

n n
n n

y y v u u w
v w

v w

−

+ +

+ − −
− =

−
         )14(  

         : �z� � %� d��1 �  
* 1 *

* 1 1
*

1

( )(1 ) ( )
( )

( )
n n n

n n
n

w u x x D x
w v x

D x

−

− −

−

− +
− =      )15(  

 ��
n

v   : ������ t���� �!"� b��  
2 1 *

*
*1 1

(1 ) ( )( )

( )
n n n n

n n
n n

x x w u u v
w v

w v

−

+ +

+ − −
− =

−
      )16(  

 <���F  ����� 
�2009G�� ) 8�1��.H Sankari(  � ��� 
�[1]  <���4�   ������� ������ W���$1 � 
 ��� & ��(3)

0S SI  ���(3)
S  ��0 �� ��� & �� 
� �$��$�� ��� �� �  � ���� ����	 ��� & �

0 { ; 1 2}S Sθ θ= ∈ < +�  �	 W��$�    �  �1 (3)min( ) 1 2S = + .  

w� ������� 
� ��� ������ 	 ���� ���� ��� 
�� ���0�� 5(� �0T T∩ � � 
�� ������� �  ����4� 
 �  �1 �2�DUFRESNOYET.PISOT  �.H Sankari .  
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�� ���D!�: E��D! � ��  
,���� ����	 ��� & � ��#� �� �#`�%� .�� �#� ���&)� ��� ����� ��� /�2� ��	 ��	� >��  �#`�%� ����� 


� ���� ����	 �#� �2�"= �  ���� ����� ��&�� �  ��& '  <��E0 ��� F 8��� �=w� ��e��� �  ��E�  �� 6���� ��
8�-�%� ���� ��� ��&� �� �����'  ���E� �� ���� � .>��&� ��� 
� 6��� �$ �  �����  �� �F� ���X 
�

. ��& �� ��� 
� ��# ��#� ������� 
  

��� � ����� FG��6: H  
&�� � ��&  
(��� {�(�  �� ����� ��� �� �� #� ���� � ����= �� #� 5&��  �#� �� �)�� >��

. �� ��� W����� 
� +��0�   
  

 : ��,
$��� � IG
�$��  
 JK�! : ��� �� ��
� ��! L�� 9
��"� � ��
� ��! 
��M ���N���1 :  

%� ������ W���$1 � ���� ����	 ��� &  �2� ��  
�� f`��=�� .�� �#� /���� ����� ���-� ��#� ��
: ������ ����� �� �"= �  �2�  

 �$D���(1) :  
 �1�( )R z ���� ���� ��#�  ���-�	 ���� +��$1Tτ ∈  ��1 �`���( )R z  �&�� W�� ���1� ���� +��$1

+������ +�`�� �#� 5� �����& �1 ��&��' g��$��� ��&��τ | ���1τ >  � ��&��1

τ
  ���1

1
τ

< .  

)� �	 � � : W��$( )R z  ���� ���� ��#�  ���-�	 ���� +��$1τz���X �2� %� �#� ��� � ���="� �#��! �!
 <���& α  +������ +�`�� �#� 5��C'  �1 � F ��&�� ��� 
�����	 ��1� �1±)��) �z�1z ±��1����# �� �� � +��$1

 ������( )R z . (  

 8	α  6����  
#�= ��& ��α  � ��& ��( )R z  <�(�	  � � �1�� .	 �1α = �z �1
α

α
=  ��� �   ,

 �&�1
( ) ( ) 0R Rα

α
= =  6� �( )R z . ���1� ���� +��$1 
�  

 �	 � �σ  � ��&( )R z �z�1

σ
  �2� ��& ��	 <�(�  �	 � � �.τ  � ������ ��&�� ��( )P z  t��= 5!����

 +������ +�`��z� �1

τ
  ���&�� 
!�� � � � +������ +�`�� �=�� 5!���� ������ ��&�� ��
2�  +������ +�`�� �#� ��!�� ���&

&���	 �10 <�  <����� �����   �	 8	 .( )R z  ��&�� �&��  W��2k d=  .  

 �1�p S∈�$1 � ���� ���� ��#�  ���-�	 ���� +�2&��'   ���k( ) 0p θ = ' �1θ > F �	 ����0

 ��1p  ���1� ������ ���� +��$1 
� ���� W�$	 ���[3] �	 :  

         ( ) ( ) ( )
m

m
R z z P z Q zε= +)17(  
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 ���1� ���� +��$1 
� d# 1k m+ −  <���& +������ +�`�� �#�'   ������� }!����� 
#� � �� �1ε =  �
1ε = − .  

 
) �$D���2: ( 

 ������ +��$1 ��( )
m

R z  �1 ��	m Z∈)) �!"���� ���� ��17( ( ���� 
� ���� ��� /��1ε =  �� �,

( )
m

R z  � ��� ���� ��� /��* (1)
( ) 2

(1)
P

m m P k
P

′
> = −  ���� 
�1ε = − . 

: W��$)�  

	 � � �p ������ ���� +��$1 
� �2�z�  �	 b��lim ( )
z

p z
→∞

= ∞  � � �  �	1θ > ������ 
������ ����&��

 ������ �  ��1%� ���(1) 0p < �	 � � � �`��� d��1 �1 �� ���)lim ( )
z

p z
→∞

= ∞  ��1�( ) 0p θ′ = �
( ) 0p θ = �	 8	θ  /��� .!��� ��� � /��(  ��&θ( .  

 6� �  �	 �&�(1) (1) (1) (1) (1) 0
m k

m
R p p

+ = + <  �lim ( )
m

z
R z+

→∞
= ∞ �z� 6� ( )

m
R z

+

 <���& � �� d# 
1

m
θ + >  � �� 
�����( )

m
R z �������1k m+ −  <���&  <���& �  +������ +�`�� �#�  <�����  <������  +������ +�`�� t��=  

 
2� <���  ���� ��� /��1
m

θ + >.  

  ����$ ����� � (1) 0
m

R
− =  
����� ���  d# ( )

m
R z

−

 <���& 1
m

θ − > ��1 �	 3&�
'
(1) 0

m
R <: �1� �

1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )m m k k

m
R z mz p z z p z kz p z z p z− − − − −′ ′ ′= + − −  
����� � :

1 1(1) (1) (1) (1 ) (1 ) 0
m

R mp p kp p− − −′ ′ ′= + − − <  �1��
1(1 ) (1)p p

−′ ′− =  �(1) 0p <  ��0�� �	 8	

 
���� �10��� \���:  
1(1) (1) (1) (1 ) (1) 0

m
R mp p kp p− −′ ′ ′= + − + <  

(1) (1) 2 (1)mp kp p′< −  
* (1)
( ) 2

(1)
p

m p k m
p

′
= − < .  

  � ��� 6�  �*( )m p m< �	 �&�( )
m

R z
−  d# 1k m+ −  <���&  <���& �  +������ +�`�� �#�  <�����  <������ 

 +������ +�`�� t��=        <��� 
2�  ���� ��� /��1
m

θ − >⧠  

� 
����� �&	 � 
*( )m m p≤  \��( )

m
R z

−

 ���`�� ���� +��$1 
���� ��& �2�1
m

θ − = .  
  

 ����$ )1 (:m

εθ θ<  � ��� ��� �  � ���(0) 0Pε > .  

 : W��$)�  ������ +��$1� �	 ���&�( )
m

R z
ε

  ��& <� ����� <�   ���� <�   ������ �  ��1	 �$1%� �#� ��&�� ��� ��1� �

 �  �-�	θ  ��1 ��� ��� � ���( ) 0
m

R
ε θ >.  

 .����θ  �	 �&�:  
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1
( ) ( )

k

m
R p

ε θ εθ θ −=  

  


������ :( ) 0
m

R
ε θ > ��� ���� �����1 :  

1( ) 0k
pεθ θ − >  

 .�4�P  ���& d# β  ��& �� 
�
10,θ −  � ���& g��& �P 
� W��$�� ���� 
���P .  

�� :  

1 2 3 2........
k

Zθ θ θ θ βθ− ∈  

  ��$ 	 �%P  ����� ����	 
�� 
� �� W �� �β  ��& �� ���
10,θ −   31 �2��� �10�� �#�

1
µ ' ���µ θ>  �`���1 2 3 2........ 1

k
θ θ θ θ − <  W�����  �	 � �θ +������ +�`�� �=�� 5�'   �1µθ <  8	

 �	1 2 3 2........ 1
k

θ θ θ θ βθ− < . .!�� ����  
 �	 �&� b���  :  

1sgn (0) sgn ( )p p θ −=  
 �	 8	n

εθ θ<  ��1 ��� � ���(0) 0pε >.  
⧠  

 �������n

εθ  31n

εθ + (+���� ) +���  �#�#� �#� ����n

εθ   ��� 
2� �#�%� �  +����  �θ  . 
M: ��� �� ��
� ��! L�� 
�� 

 W������� ����&	 ��� : �?��# ��w� ) �& ���� �-� ���=���MATLAB(.  
��� ��� 
�[7]  ���� ����	 �#� ����#� W�������� >�� ��=��� ���� ����	 
�� 
�� W�������� .��

. ,�-�  ���� ����	 f=%�� �  
��& 
�� W�������� � ����	 ����: � ��� �   W�������� 
� �����  

  
  

1

2

1
;( 3,5,7,.....)

1

k
k z

z k
z

+ −
− =

−
  

1 1
;( 3,5,7,.....)

1

k
k z

z k
z

− −
− =

−
  

1(  � ��� �  �������� �=E�
1 1

( ) ;( 3,5,7,.....)
1

k
k

k

z
P z z k

z

− −
= − =

−  

 ����% � ���� ��#� �� ���� ��������( )
k

P z � ����
k

θ �� ����=�� b��  �2�� �&���� ������ +��$1� � ��� �

  � ���� �������, ( )
k m

R z
ε  �� ���� �2�� 7���� ���� ����,k m

εθ .  

 �&	 � 3k =  �#� ����3 1z z− − 
�� ������ +��$1��� �-�E� ��#� �� ���-�%�  8���� � ����
*

3 1.324...θ θ= = ������ 
� �2�� �&���� ���� ����	 \(��2 .  

2 2
( 1) 1;( 1, 2,3,......)

k
z z z z k− − + − =
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 �&	 � 5k =  �#� ����5 3 2

5( ) 1P z z z z z= − − − − .  

� ���� ��� 
�� �������� >�� �5 1.534157θ = .  

 � �	 �5(0) 0P− >� �5, 5mθ θ− <  .  

5 (1) 3P = −  �5 (1) 1P′ = −�* 1
1

1

(1) ( 1)
( ) 2 5 2 5 1 4

(1) 3

P
m P k

p

′ −
= − = − ≈ − ≈

−
 .  

 � 	 �&4m > : �#� ����10 8 7 6 4 3 2

5,5( ) 1R z z z z z z z z
− = − − − + + + −  ��� 
�� 
� �

 ��-� ���� <�  ��5,5 1.280638156267760θ − = .  
11 9 8 7 6 5 4 3 2

5,6 ( ) 1R z z z z z z z z z z
− = − − − − + + + + −  ���1 ���� ��� 
�� �������� >�� <� 

5,6 1.401268367939854θ − = .  

 �&	 � 7k =  �������� �#� ����
6

7 7 5 4 3 2

7

1
( ) 1

1

z
P z z z z z z z z

z

−
= − = − − − − − −

−
  
��

 ���� ���7 1.590005373901369θ = .  

 �	 � �(0) 0P− > �z �,7 2mθ θ− <  .7 (1) 5P = − �7 (1) 8P ′ = −�

*

7

( 5) 10
( ) 7 2 7 5

8 8
m P

−
= − = − ≈

−
  
�����5m > .  

12 10 9 8 4 3 2

7,5( ) 1R z z z z z z z z
− = − − − + + + −  ��-� G�� ���� ��� 
�� <� 

7,5 1.401268367939856>1.3θ − = .  
11 9 8 3 2

7,4 ( ) 1R z z z z z z
− = − − + + −  
�� �������� >��	 ���� ��� �-�/���   �� � 

*

7,4 =1.176280818259920θ τ− = .  

 �&	 � 9k =  �#� ����9 7 6 5 4 3 2

9 ( ) 1P z z z z z z z z z= − − − − − − − −  ���� ��� 
�� 

9 1.607982727928201θ = .  

9 (0) 0P− >  6�  �9, 9mθ θ− <  �9(1) 7P = −�* ( 7)
( ) 9 2 8

( 19)
m P

−
= −

−
� : 6�	 �&��  

17 15 14 13 12 11 10 7 6 5 4 3 2

9,8( ) 1R z z z z z z z z z z z z z z
− = − − − − − − + + + + + + − ��� 
��  

  ���1 ���� <� 9,8 1.577562082409277>1.3θ − = .  

  �	 �(�	 �&��9,7 1.556030191322686θ − =  �9,6 1.516629599519125θ − =  

�9,5 1.439398612809280θ − =  

����%� �� : �?�" 9,6 9,7 9,5 9,8, , ,θ θ θ θ− − − −  ��0�� ������ ��� �e��#� ������ �   +��-� ���� ����	 W���
*( )m m p>  �������� 
�� �� �  WF���� >�� 
� ��0��  �0� g��� 3���� ��F  
�� 
�� ������ +��$1 ��#��!
 ������="� ����|  ����%� ������ +��$1 W��� �2�.  6� ��#� �� ���-�  

��� 
�  : �&�13 11 10 3 2

9,4 ( ) 1R z z z z z z
− = − − + + −  ��-� ���� ��� 
�� <�  

9,4 1.261230961137142θ − = .  
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 �&	 � 11k =  �	 �&�11 9 8 7 6 5 4 3 2

11( ) 1P z z z z z z z z z z z= − − − − − − − − − −  ��� 
��

 ����11 1.614306823257151θ = .  

11(0) 0P− >  �	 8	11, 11mθ θ− < .  

� �*

11( ) 10m P =  ��0�� �04��� ���*( )m m P> . >"�	 +������ 3���%� G4��  

 �&�� �11,5 11,6 11,7 11,8 11,9 11,10 11,11, , , ,θ θ θ θ θ θ θ− − − − − − − +���1 ���� ����	 
�	 <�(�   
���� 
15 13 12 3 2

11,4 ( ) 1R z z z z z z
− = − − + + −  ��-� ���� ��� 
�� <� 11,4 1.293485953125454θ − =  .  

 �&	 � 11k > . ,�-� ���� ����	 �#� ���� F  
2(   � ��� �  �������� �=E� :  
 

 � ���
%���� ��#� �� ���� � ��������( )kH z  � ����kα ������� �� ����=�� b��  �2�� �&���� ������ +��$1� � ��� �

  � ����, ( )k mW z
ε  �� ���� �2�� 7���� ���� ����,k m

ετ .  

 3 	���10k =� :  �������� �#� ���� 
10 2 2 12 11 10 2

10 ( ) ( 1) 1 1H z z z z z z z z z= − − + − = − − + −  
  ���� ��� 
�� �������� >��10 1.611983421246494α = .  

 �&	 � 
10 ,mW
+  ���� ����	 
�� W������ �#� ���� �!"��� b��10, 10mτ α+ > .  

 �&	 � 
10 ,mW
−  ���3m =  

 ��������15 14 13 12 10 3 2

10,3( ) 1W z z z z z z z z z
− = − − + − − + + −  

. ���� ��� 
�� F  
 �&	 � 4m =  �#� ���� ��������16 15 14 12 10 6 4 2

1 ,4 ( ) 1oW z z z z z z z z z z
− = − − + − + − + + −  

 
�� ���1 ���� ��� 
�� <� 10,4 1.483971776596326>1.3τ − = .  

 �=E�9k = ��� : �������� �#� �11 10 9 2

9 ( ) 1H z z z z z= − − + −  ���� ��� 
��

9 1.608128385187389α =  

 �&	 � 3,2m =  �#� ����14 13 12 11 9 5 3 2

9,3 1W z z z z z z z z z
− = − − + − + − + + −  �

13 12 9 4

9,2 1W z z z z z
− = − − + + −  ���1 ���� ��� 
�� ��������� ���� �  �1 <� .  

�&	 � 1m =   �������� �#� ����12 10 9 3 2

9,1( ) 1W z z z z z z
− = − − + + −  

 ��-� ���� ��� ����� 
�� <� 9,1 1.230391434407222τ − = .  

 �=E�8k =   �������� �#� ����10 9 8 2

8( ) 1H z z z z z= − − + −  ���� ��� 
�� 
��

8 1.601755861696983α = .  

 �&	 � 3m =  �#� ���� ��������13 12 11 10 8 5 3 2

8,3( ) 1W z z z z z z z z z z
− = − − + − + − + + − .  

 ���1 ���� ��� 
�� 
�� � <� 8,3  1.377674789379378τ − = .  

 �&	 � 2m =  �#� ����  ��������12 11 8 4

8,2 ( ) 1W z z z z z z
− = − − + + − .  

2 2
( ) ( 1) 1;( 1, 2,3,......)

k

kH z z z z z k= − − + − =
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 ��-� ���� ��� 
�� 
�� � <� 8,2 1.280638156267756τ − = .  

 �&	 � 1m = �#� ����  ��������11 9 8 3 2

8,1( ) 1W z z z z z z
− = − − + + − .  

 /���  ���� ��� �-�	 
�� 
���*

8,1 =1.176280818259920τ τ− = .  

 �=E�7k =  �������� �#� ����9 8 7 2

7 ( ) 1H z z z z z= − − + − ���� ��� 
��  

 7 1.591184305667101α = .  

 �&	 � 1m = . ���� ��� �#� ���� F  
 �&	 � 2m = �#� ���� ��������11 10 7 4

7,2 ( ) 1W z z z z z z
− = − − + + −  

 ��-� ���� ��� 
�� 
�� � <� 7,2 1.216391661138263τ − = .  

 �&	 � 3m =  �#� ����  ��������12 11 10 9 7 5 3 2

7,3( ) 1W z z z z z z z z z z
− = − − + − + − + + − 

 ���1 ���� ��� 
�� <� 7,3 1.337313210201994τ − = .  

 �=E�6k =  �������� �#� ����8 7 6 2

6 ( ) 1H z z z z z= − − + −���� ��� 
�� 
��  
 6  1.591831231941539α =  

 �&	 � 3m =  �#� ������������11 10 9 8 6 5 3 2

6,3( ) 1W z z z z z z z z z z
− = − − + − + − + + − .  

 ��-� ���� ��� 
�� 
�� � <� 6,3 1.261230961137139τ − = .  

 �&	 � 4m =  �#� ����  ��������12 11 10 8 4 2

6,4 ( ) 1W z z z z z z z z
− = − − + − + + −  
�� �

���1 ���� ��� 
��6,4 1.383636563406220τ − = .  

  �=E�5k =  �������� �#� ����7 6 5 2

5 ( ) 1H z z z z z= − − + −  ���� ��� 
�� 
��

5  1.545215649732756α = .  

 �&	 � 4m =  �#� ����  ��������11 10 9 7 6 5 4 2

5,4 ( ) 1W z z z z z z z z z z
− = − − + + − − + + − .  

 ��-� ���� ��� 
�� 
�� <� 5,4 1.293485953125454τ − = . 

�=��4k =  �������� �#� ����6 5 4 2

4 ( ) 1H z z z z z= − − + −���� ��� 
��  

 4 1.501594803539087α = .  

 �&� � 5m = �#� ����  ��������11 10 9 7 6 5 4 2

4,5( ) 1W z z z z z z z z z z
− = − − + + − − + + − 

 ��-� ���� ��� 
�� <� 4,5 1.293485953125454τ − = .  

 �&� � 6m = �#� ����  ��������12 11 10 8 4 2

4,6 ( ) 1W z z z z z z z z
− = − − + − + + −  ��� 
��

 ���1 ���� <� 4,6 1.383636563406220>1.3τ − = .  

 �=E�3k =  �������� �#� ����5 4 3 2

3( ) 1H z z z z z= − − + −����  �2�   ���� ��� �#�

3 1.443268791270372α =.  

 � 	 �&6m = �#� ����  ��������11 10 9 8 6 5 3 2

3,6 ( ) 1W z z z z z z z z z z
− = − − + − + − + + − 

 ��-� ���� ��� 
�� <� 3,6 1.261230961137139τ − = .  

 �&	 � 7m =  �������� �#� ����12 11 10 9 7 5 3 2

3,7 ( ) 1W z z z z z z z z z z
− = − − + − + − + + − 

 ���1 ���� ��� 
�� 
�� <� 3,7 1.337313210201994 1.3τ − = > .  
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 �&	 � 2k = �������� �#� ����4 3

2 ( ) 1H z z z= − − ���� ��� 
�� 
��  

 2  1.380277569097615α = .  

 �&	 � 7m =   �#� ���� ��������.11 10 7 4

2,7 ( ) 1W z z z z z z
− = − − + + − ���� ��� 
�� 
��

 ��-� <� 2,7 1.216391661138263τ − = .  

 �&	 � 8m =  �#� ����  ��������12 11 8 4

2,8 ( ) 1W z z z z z z
− = − − + + −  ���� ��� 
�� 
��

 ��-� <� 2,8 1.280638156267756τ − = .  

 �&	 � 9m =  �#� ���� ��������13 12 9 4

2,9 ( ) 1W z z z z z z
− = − − + + −  ���� ��� 
�� 
��

 ���1 <� 2,9 1.315914431925947 1.3τ − = > .  

%� ���� ����	 .�� ��&�� ������� W������� �"= �  ������ ��� �-���  �$ :  
*

5,5 9,4 9,1 6,3 3,6 5,4 4,5 2,7 7,2 2,8 8,2, , , , , , ,τ θ θ τ τ τ τ τ τ τ τ τ− − − − − − − − − − −= = = =  
� ��� �-�	 �� ��e��� 
�� �1� �

 ��� 8��� � ���� ����	 ��� & Boyd  6�E�*τ.  
 : 
�$
O ����[ ],T x y∩ ���[ ] 0,x y T⊆:  
 �1�*

,n nD D ��$1
 ���  ����� � 1 � 
�)3( ) �5(.  

 6�0�� 3���[ ]4 �&�	 ������ +��$1 �( ) ( )
m

n nE z z D z+   )18    (%� �#� d#  <���& �$1  <����� 

, 1n mτ ≥  
�1z >  ��� �$  �&�� �� ��� ����=��� ��&, 1n mτ = .  

� � ��������* *
( ) ( )

m

n nE z z D z+        )19          ( ��� � ��& ��(��� �2�*

, 1n mτ >  
�1z >.  

 ����� d�� �  �$1	����� �� : ������  
  
�$D��� )3: (  

     ������ ��&�� �� ��*

, ,n m m n mτ θ τ≤ ≤      �1� ����  ��&��  
�1m ≥  .[ ]5  
⧠  

w� �: ������ �#10 �� ����� �  
 ����� �1��1m ≥  ��& �� ����� �[ ],x y' )�� �� �1 ���� ��1 mθ ���� � ��& �� ��� ��� 
 �

[ ] 0,x y T⊆ .  

 ,���	 �1 � �#10 �� >�� �	 �&� �  �����4� � �� �2m ≥  ��0� �	 �[ ],x y  5  5���� F{1}S ∪

 �#10 �� �X��� �1 �: 
���� �10���  
 �1��f  ��� & �� � F  �� ��0� � �2

0 1 2 ...................u u z u z+ + + )�� �� ���0�� ���� ��1 

 �#� ���� ��{ }nu  ��1� ����[ ],m x yθ ∈ .  

 �1�m  �=E�� � ���$( ) ( ) ( )
m

n n nK z z D z E z= +  )20  (� �( )nK z  �!"� b�� �2�(���&��

: 
#�� ��  
 �	 � �( )nD z ) t���� �!"� b��7%� d��1 ( �z� � 1 1

1( ) ( )
n

n nE z z D z
+ −

+ = −  
����� �:  



  ��� & �� 
� ,�-��� ���� ����	 �����0T TI                                                                       8�1��' � �	 

90 

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1

1 1 1

1

1 1 1

( ) [(1 ) ( ) ( )( ) ( )]

[(1 )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )]

(1 ) ( ) ( )( ) ( )

n

n n n n n n n

n n

n n n n n n

n n n n n n

E z z z D z u w u w z D z

z z D z u w u w z z D z

z E z u w u w zE z

+ − − − − −

+ − − −

− + − − − + −

− − −

−

− − −

= − + − − −

= + − − − − −

= + − − −

  

1 1 1( ) ( ) ( )
m

n n nK z z D z E z+ + += +  
1 1

1 1 1 1 1 1 1( ) [(1 ) ( ) ( )( ) ( )] [(1 ) ( ) ( )( ) ( )]
m

n n n n n n n n n n n n nK z z z D z u w u w zD z z E z u w u w zE z
− −

+ − − − − − −= + − − − + + − − −  
1 1

1 1 1 1 1 1 1( ) [ (1 ) ( ) (1 ) ( )] [ ( )( ) ( ) ( )( ) ( )]m m

n n n n n n n n n n n n nK z z z D z z E z z u w u w zD z u w u w zE z
− −

+ − − − − − −= + + + + − − − − − −  
1

1 1 1 1(1 )[ ( ) ( )] ( )( ) [ ( ) ( )]
m m

n n n n n n n nz z D z E z u w u w z z D z E z
−

− − − −= + + − − − +  

           
������:  
1

1 1 1 1( ) (1 ) ( ) ( )( ) ( )n n n n n n nK z z K z u w u w zK z
−

+ − − −= + − − −     )21(  

� ��1 ��m yθ ≤  3��� �`�������� �� )3:(  

1,n m yτ + ≤  �� � � � �	 � � � 6�  �1( )nK z+ ��!��  ����[4] �&�1( ) 0nK y+ ≤ .  

) �!"���� .������21 : �&� (  
1

1 1 1 1( ) (1 ) ( ) ( )( ) ( ) 0n n n n n n nK y y K y u w u w zK y
−

+ − − −= + − − − ≤  
1

1 1 1(1 ) ( ) ( )( ) ( )n n n n n ny K y u w u w yK y
−

− − −+ ≤ − −  
   �1� �1 1 1( ) 0,n n nK y u w− − −< ≥ : 
�����  

1 1 *

1 1 1( )(1 ) ( ) ( ) ( )n n n n n n nu w u w y y K y K y r y
− −

− − −≤ + − + =    )22(  

� �w �	 W�$� /�� �*
( )nr y :  t�� �!"� b��  

��  

1
* 1 1 1

1 1

(1 )[(1 ) ( ) ( )( ) ( )]( )
( )

( )

n n n n n n n n
n n

n

y y K y u w u w yK y u w
r y w

yK y

−

− − −
+ +

+ + − − − −
− =  

2 1 1 1
* 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1

(1 ) [(1 ) ( ) ( ) ( ) ( )]( )
( )

(1 ) ( )( ) ( )

n n n n n n n n
n n

n n n n

y y y y u w K y K y u w u w
r y w

y y K y u w K y

− − −

− − −
+ + − −

− − −

+ + − − − −
− =

+ −
  

2 1 *
*

1 1 *

(1 ) [ ( )]( )
( ) n n n n n n

n n

n n

r y r w u w u w
r y w

r w

−

+ +

+ − − − −
− =

−
  

  
2 1 *

*
*1 1

(1 ) ( )( )

( )
n n n n

n n
n n

y y r u u w
r w

r w

−

+ +

+ − −
− =

−
       )23(  

  
� �#� \(���� �� �F� �m  : �&� ���� ��� ��� 
`���F� ��0�� 
� �2?�  

1
*

0

( 1)
( )

( )

m

m

y
r y

y y

+ −=
−

                                         )24(  

 � ���1m =��1�*

0 ( )r y = ∞.  
* 2 1

1 1 0(1 ) ( 1)r w y y u
−− = + + )25(  

* 1
1 1

(1 ) ( )( )
( )

( )

n n n
n n

n

y K y u w
r y w

yK y

+
+ +

+ −
− =



���0 �� �& �#&  � �#& �� �����%� ��#��� )35 (����� )4 (2013   Sciences Series .Tishreen University Journal. Bas  

91 

�	 � � �2��0  +����* * *
( ) ( ) ( )

m

n n nK z z D z E z= +  )26 ( 3��� +����  ����[4] � �	 � �mx θ≤

) ����� �� b�����3 �&� (* *
( ) ( ) 0

m

n nx D x E x+ < <� �  W���=�� �4�� �  �#� ����� b�� � 1  : ��0��

( )n nu r x≥  ����: � 
* * 1 * * 1

1 1 1( ) ( )(1 ) ( ) ( )n n n n n nr x w w u x x K x K x
− −

− − −= − − +     )27(  

 � �2�4� �������� 
�� �2� ���&�	 ) �!"���23 �	 W��$� �1 �  (( )nr y :  t�� �!"� b��  
2 1 *

*
*1 1

(1 ) ( )( )

( )
n n n n

n n
n n

x x w u u r
w r

w r

−

+ +

+ − −
− =

−
      )28(  

1

0

( 1)
( )

( )

m

m

x
r x

x x

+− −=
+

       )29(  

: �&� ��� �    

[ ],m x yθ ∈ � ���*
( ) ( )n n nr x u r y≤ ≤                       )30. (  

  

K� : 	
� ����� 	
�
�$�� 
� �� 2  +��= 
� ������� ������  ��e��� �� ���&F� ����2 ��  ������� ����	 ��� &  
� ��� �-�	| 

8	minT   5(� 8���.D Boyd  �� �� ��� 6�E� ���*τ ������ +��$1� ������ �  ��1%� 
������ ��&�� �� � 

:  
10 9 7 6 5 4 3( ) 1L z z z z z z z z z= + − − − − − − +  

 <����� 8���� � 1.17628 .  
  �	 ������� �1 � 6�	 ���� ���*1,T τ φ ∩ = ��& �� �#� ������� ���0�� b����*1,τ   8�e� �! �  

.  ����� ��� ��� W��$� ���  

 
P������ :  

  
1. SANKARI.H,OnPisotNumbersin The Set 

(3)

0S SI and Smallest Element of the Set 

(3)
S ,SYRIA.VOL.31,N0.3,2009,11-29 

2. BOYD,D.Small Salem Numbers.Duke Math .U.S.A.VOL.44,NO.2,1977,315-328 

3. Salem,R.Algebriac Numbers and Fourier Analysis.D.C.Health and Co. Bosten, 1963, 

66 

4. DUFFRESNOY,J;PISOT,CH.Etude de certainesfonctionsmeromorphesborneessur le 

cercleunite,application a un ensemble fremed’entiersalgebriques, Ann. Sci. Ecole 

Norm Sup.VOL. 72, NO.1,1955,69-92 

5. 
BOYD,D.Pisot and Salem Numbers in Intervals of the Real Line.Mathmatics of 

Computation ,U.S.A.VOL.32,No.144,1978,1244-1260.
 

6. SIEGAL.C.L,Algebriaic Integer Whose conjugate lie in the unit circle,Duke 

Math,U.S.A.VOL.11,NO.2,1944,597-602. 


