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 في الكرة مبدأ القيم القصوى لحل المعادلة ثنائية التوافقية
 

 *د.عبد الباسط يونسو
 **إبراىيم حنونو 

 (2012/ 5/  13قُبِل لمنشر في  . 2012/  10/  14تاريخ الإيداع )
 

 ممخّص  
  في منطقة محدودة       قمنا في ىذا المقال بتقدير حل مسألة ديريخميو الحدية لممعادلة ثنائية التوافقية      

 :الآتية وفق الشروط الحدية    من أجل    في الفضاء 

{

            
  

  
 (  )   

 

 :الآتي تكافئ حل المعادلة ثنائية التوافقية بالشكل   حيث قمنا بتشكيل دالة 
    ⃑  ⃑⃑⃑  

   

 
  

 

 
‖ ⃑‖

 
     

حيث تم  ، قدير الحل بدلالة القيمة الحدية وتطبيق مبدأ القيم القصوى )الكبرى والصغرى( ت   استطعنا بالاستفادة من 
 :الآتية تقدير الحل بالعلاقة

‖ ‖  ‖ ‖    
  و  حدود المنطقة    مؤثر لابلاس ثنائي التوافقية و   مؤثر لابلاس و  دالة مستمرة و  حيث 

  
المشتق  

⃑ و  الخارجي عمى حدود بالنسبة لمناظم   (          )   
) ⃑⃑⃑ و   

 

   
 
 

   
   

 

   
 مؤثر نابلا. (

 
التابع  –المعادلة ثنائية التوافقية  –مسألة ديريخميو  –مبدأ القيم القصوى )الكبرى والصغرى(  مفتاحية:الكممات ال

 .المعادلات التفاضمية الجزئية -التوافقي 
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  ABSTRACT    
 

The intention of this paper is to estimate the biharmonic equation       on a bounded 

domain   in the    space for      with the boundary condition: 

{

            
  

  
 (  )   

 

 
where we made a function    that equivalent the solution of biharmonic equation: 

    ⃑  ⃑⃑⃑  
   

 
  

 

 
‖ ⃑‖

 
    

by using    and applying the principle of the maximum and minimum value, we can 

estimate the solution of biharmonic equation through the boundary value   : 

‖ ‖  ‖ ‖    
where   is a continuous function ,   Laplace operator ,    biharmonic operator ,    is the 

boundary of the domain    , 
  

  
  is the derivative for the outward rhyming on the boundary 

of   ,  ⃑  (          )   
  , and  ⃑⃑⃑ (

 

   
 
 

   
   

 

   
) is Nabla’s operator. 
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 مقدمة:
حيث أن  لات التفاضمية الجزئية،مبدأ القيمة القصوى واحداً من أىم الأدوات المستخدمة في دراسة المعاديعد      

 الآتية: ثنائية التوافقية كان أول من أثبت أنو من أجل المعادلة [1] 8491عام  (Miranda)ميراندا الباحث 
          ( )    ( )  

       التابع  يبمغ
 أي أن: ، عمى حدود المنطقة  ىقيمو القصوى الكبر       

    
 
       

  
     

عام  (Payne)حيث قام كل من باين بتعميم نتيجة ميراندا بيذا المجال،  الباحثينالعديد من  منذ ذلك الحينقام      
غير و مبدأ القيم القصوى لمعادلات من المرتبة الرابعة  بأبحاث في [3] 8419عام (Schaefer) وشايفر  [2] 8491

عامي  (Mareno)ومارينو [4]  2002عام   (Zhang)كل من تشانغ  لتوص  و ،    أو لـ   خطية بالنسبة لـ ال
 .إلى نتائج مماثمة عمى ىذا الصعيد [6]،[5] 2080و 2001

تقدير حل مسألة ديريخميو لممعادلة ثنائية التوافقية في  مسألة 2089عام [7] درس الدكتور عبد الباسط يونسو      
 الآتي: خاصالتابع الالمستوي باستخدام مبدأ القيم القصوى عمى 

   
  

  
   

 

 
(     )   

 :أن  وتوصل الى 
‖ ‖ ̅   ‖ ‖   

 

 
‖ ‖    

 .ديريخميو توابع مستمر تمثل الشروط الحدية لمسألة  و   حيث 
 

 أىمية البحث وأىدافو:
التفاضمية مبدأ القيم القصوى يعتبر أداة ىامة تستخدم في تقريب حمول المعادلات تكمن أىمية البحث في أن     

وكذلك تستخدم  ،والتي تدخل في تطبيقات مسائل المرونة      ثنائية التوافقية  المعادلة وبشكل خاص   ،الجزئية
 .بطيئة لمسوائل غير القابمة لمضغطلتدفقات الافي وصف 

تأتي أىمية مبدأ القيمة القصوى بكونو يعطي معمومات حول الوحدانية، التقريب، المحدودية والخاصة التناظرية     
ة مثل ، المدروسةالتفاضمية الجزئية لحمول المعادلات  كذلك في حدود القيم الذاتية وبعض التطبيقات الفيزيائية الخاص 

الشروط الضرورية لقابمية حل  بالإضافة إلى إيجادوغيرىا،  الكيروستاتيكيةالضغط الأعظمي وصلابة الالتوائية والسعة 
 بعض مسائل القيم الحدية.

 الآتية:وفق الشروط الحدية    في الفضاء       ييدف البحث الى تقريب حل المعادلة     

{

       
  

  
     

 

 المعرف بالشكل الآتي: عن طريق إثبات أن التابع
    ⃑  ⃑⃑⃑  

   

 
  

 

 
‖ ⃑‖

 
   

 .  يبمغ قيمو القصوى الكبرى والصغرى عمى حدود المنطقة 
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 طرائق البحث ومواده:
مبرىنات وأساسيات التحميل التوافقي والتحميل العقدي كمبرىنات مبدأ  ، وقد استخدم فيوالبحث يممك صبغة نظرية    

 وى الضعيفة والقوية والربط بينيا.القيم القص
 والمصطمحات المستخدمة في البحث:بعض الرموز 

إن جميع الرموز والتعاريف المستخدمة في ىذا المقال واردة ومعتمدة في جميع المراجع العممية المختصة في     
 [9]،[8] التحميل العقدي والتحميل التوافقي ونذكر منيا:

   ( )  في المنطقة   فضاءات التوابع ذو المشتقات المستمرة من الدرجة . 
  مؤثر نابلا يعرف 

 بالعلاقة: →

 ⃑⃑  (
 

   
 
 

   
   

 

   
)  

  بالشكل:    لابلاس مؤثريعرف 

     ∑
  

   
 

 

   

  

 التعاريف الأساسية:

 نذكر فيما يلي مجموعة من التعاريف الأساسية التي تساعدنا في فهم المصطلحات العلمية الواردة في البحث:   

 Harmonic Function: [9])) التابع التوافقي( 1تعريف )
 نو توافقي إذا حقق معادلة لابلاس الآتية:أ  عن التابع  يقال 

     ∑
   

   
 

 

   

    

 Biharmonic Function: [9])) التابع ثنائي التوافقية( 2تعريف )
 :الآتية نو ثنائي التوافقية إذا حقق المعادلةأ  عن التابع  يقال

      
 .المعادلة ثنائية التوافقيةب تدعىو 

 

 

 :المناقشةو  النتائج
 جي ىو:مالشكل العام لممؤثر الإىمي إن

   ∑        

 

     

 ∑     

 

   

       ( ) 

 .          وكذلك  .  ىي منطقة محدودة في   حيث ،  منطقة التوابع محدودة في            حيث
 الآتي:أن التابع  تمخص في إثباتي والذيفي ىذا العمل  اليدف الرئيسيلموصول الى 

       ⃑⃑   
   

 
  

 

 
‖  ‖

 
   

 :نحتاج الى المبرىنات المساعدة الآتية،  ة قالكبرى والصغرى عمى حدود المنط القصوى ويبمغ قيم
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 [10],[11] :(1) مساعدة مبرىنة
( )    ليكن و مجموعة مفتوحة ومترابطة(   )حيث    في المنطقة        بحيث يحقق  ( )   
( )  كذلك  عندئذ:     لكل     

                                     …….(2)                    *   + 
 . ىو محيط المنطقة    حيث 

ة لممبرىنة المساعدةالحالات بعض النذكر (: 1ملاحظة )  :(8) خاص 
 الآتي: الى الشكل (2)المتراجحة تؤول  ئذ  عند     الخاصة التي يكون فييافي الحالة   -

   
 
      

  
        

 ( يكون لدينا:    خاص  )وبشكل       عندما  -
                                                                       

 [10],[11] (:2)مساعدة  مبرىنة
( )    بفرض   عندئذ يكون لدينا:   توافقي في المنطقة مؤثر  ( )  

                                

 
 ج الرئيسية:النتائ

   ⃑⃑       المعرف بالعلاقة    ن التابع أالآتية تم إثبات في المبرىنة     
   

 
  

 

 
‖  ‖

 
يكون     

 . ثم إثبات أنو يبمغ قيمو القصوى عمى حدود المنطقة  ومن ،مؤثر ثنائي التوافقية  توافقي عندما يكون 
 (: 1) مبرهنة

( )   مؤثر من الفضاء   حيث       لممعادلة ثنائية التوافقية  حلاً    ليكن  :يبمغ التابع عندئذ ( )   

       ⃑⃑   
   

 
  

 

 
‖  ‖

 
   

 من أجل كل شعاع   قيمو القصوى الكبرى والصغرى عمى حدود المنطقة 
→
 (          ) ويكون    

 :لدينا

   
 
      

  
       

 
      

  
   

  

  البرهان:
    لذَىا

→
  
→
 
   

 
  

 

 
‖ 
→
 حُث3    ‖

 
→
 (          )  

→
 (

 

   
 
 

   
   

 

   
)     ∑

   

   
 

 

   

  

   

 3فىجذ   التابع  علً   مؤثشال وطبق

     ( 
→
  
→
)   (

   

 
 )  

 

 
 (‖ 

→
‖  )              ( ) 

 )  جذ أولاً قُمت المقذاسلى
→
  
→
)3 

 ( 
→
  
→
)   (  

  

   
   

  

   
     

  

   
) 
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(
  

   
   

   

   
    

   

      
     

   

      
) 

 
 

   
(  

   

      
 
  

   
   

   

   
      

   

      
)    

 
 

   
(  

   

      
   

   

      
   

  

   
   

   

    
) 

  
   

   
    

   

   
    

   

      
      

   

      
  

   
   

      
   

   

   
    

   

   
      

   

      
    

    
   

       
   

   

       
    

   

    
   

   

   
   

 3اِتُت لذَىا المساواة تتحققومىه 

 ( 
→
  
→
)   ∑

   

   
 

 

   

 ∑  

 

   

∑
   

   
    

 

   

     ∑  

 

   

∑
   

   
    

 

   

              ( ) 

 ‖)   لىىجذ اِن المقذاس
→
‖
 

  )3 

 (‖ 
→
‖
 

  )   ((  
    

      
 ) (

   

   
  

   

   
    

   

    
)) 

 
 

   
(   (

   

   
  

   

   
    

   

    
)

 (  
    

      
 ) (

   

   
  

   

   
    

   
   

       
)) 

  
 

   
(   (

   

   
  

   

   
    

   

    
)

 (  
    

      
 ) (

   

   
    

 
   

   
    

   

       
))    

 
 

   
(   (

   

   
  

   

   
    

   

    
)

 (  
    

      
 ) (

   

   
    

 
   

   
    

   
   

   
 )) 

  (
   

   
  

   

   
    

   

    
)     (

   

   
  

   

   
    

   
   

       
) 

    (
   

   
  

   

   
    

   
   

       
)

 (  
    

      
 ) (

   

   
  

   

   
    

    
   

       
 ) 
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  (
   

   
  

   

   
    

   

    
)     (

   

   
    

 
   

   
    

   

       
) 

    (
   

   
    

 
   

   
    

   

       
)

 (  
    

      
 ) (

   

   
    

  
   

   
    

   

       
 )    

  (
   

   
  

   

   
    

   

    
)     (

   

   
    

 
   

   
    

   
   

   
 ) 

    (
   

   
    

 
   

   
    

   
   

   
 )

 (  
    

      
 ) (

   

   
     

 
   

   
     

   
   

    
) 

   ∑
   

   
 

 

   

  ∑  

 

   

∑
   

   
    

 

   

 (  
    

      
 )∑∑

  

   
    

 

 

   

 

   

  

 ومىه وجذ أن3ّ

 (‖  ‖
 
  )    ∑

   

   
 

 

   

  ∑  

 

   

∑
   

   
    

 

   

 ‖  ‖
 
         ( ) 

 

 وحصل عل3ً ( )و ( )( و3) مه العلاقاث

        ∑  

 

   

∑
   

   
    

 

   

 
   

 
   

 
 

 
(  ∑

   

   
 

 

   

  ∑  

 

   

∑
   

   
    

 

   

 ‖  ‖
 
   ) 

     ∑  

 

   

∑
   

   
    

 

   

 
 

 
       

 
 

 
∑
   

   
 

 

   

 ∑  

 

   

∑
   

   
    

 

   

 
 

 
‖  ‖

 
     

 3اِتُت علً العلاقت وحصلوبالتالٍ 

     
 

 
‖  ‖

 
     

 3اِتٍوحسب مبذأ القُمت القصىي للتابع التىافقٍ َىتج       َكىن        وبما أنً 

   
 ̅
      

  
      

 ̅
      

  
    

وفق ششوط حذَت محذدة فٍ       تقذَش حل مسألت دَشَخلُه للمعادلت ثىائُت التىافقُت ب اِتُت فٍ المبشهىت قمىا     

 (.4ورلك بالاستفادة مه المبشهىت )    مه أجل    الفضاء 

 :(2) مبرىنة
جل أمن        ا المسألةبفرض لدينو ، +          *  أي    قرصاً مفتوحاً في الفضاء   ليكن

 :الآتية الحديةالشروط ب     
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{

            
  

  
 (  )   

 

  :عندئذناظم المنطقة،   ( و محيط المنطقة )   دالة مستمرة عمى   حيث 
‖ ‖  ‖ ‖    

 البرهان:

   ⃑⃑       التابع  َكىن      عىذما ( 4) المبشهىت بالاستفادة مه
   

 
  

 

 
‖  ‖

 
فٍ المىطقت  تىافقٍ    

 أٌ أن3ّ  

      

  .  الكبشي والصغشي علً حذود المىطقت القصىي هَبلغ قُم بالتالٍو

الذالت  إنّ 
 

 
 3تىافقُت لأن      

 (
 

 
    )  

 

 
        

 َكىن التابع3ومىه 

    ⃑⃑   
   

 
  

 

 
(   ‖  ‖

 
)    

 .فهى َبلغ قُمه القصىي علً حذودها  فٍ المىطقت  تىافقٍ

 3أخشي َكىن لذَىا مه جهت
 

 
(   ‖  ‖

 
)         

    ⃑⃑        
  

   
 (  )   

  

  ⃑ 
   

 بالتال3ٍ

    ⃑⃑   
   

 
  

 

 
(   ‖  ‖

 
)       ‖ ‖    

 عىذئز َكىن3 ،    َبلغ قُمت عظمً عىذ    بفشض أن 

  (  )

   
   

          
 ورلك لأن3

    ∑
    

   
 

 

   

 
    

   
  

    

   
    

    

    
 

 
 

   
(
   

   
)  

 

   
(
   

   
)    

 

   
(
   

   
) 

 
 

   
(  

  

   
)  

 

   
(  

  

   
)    

 

   
(  

  

   
) 

  (
  

   
)
 

   (
   

   
 )   (

  

   
)
 

   (
   

   
 )     (

  

   
)
 

   (
   

    
) 

   (
   

   
  

   

   
    

   

    
)   ((

  

   
)
 

 (
  

   
)
 

   (
  

   
)
 

) 

      (     (
  

   
)
 

 (
  

   
)
 

   (
  

   
)
 

) 

 ومىه َكىن3
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(6)       |
   

 
 (  )  

 

 
(   ‖ ⃑‖

 
)  (  )|

 
 ‖ ‖       

 اِت3ٍ     مه أجلَكىن 

 كل مه المقذاسَه
   

 
  و (  ) 

 

 
(   ‖ ⃑‖

 
)  مه إشاسة واحذة فكل مىهما أصغش مه الطشف الثاوٍ  (  )  

 أٌ أن3 ،(6فٍ العلاقت )

  (  )  |   |     

 تتحقق المتشاجحت اِتُت3  مه مه أجل أٌ وقطت  أٌ ،  عىذ  قصىيَبلغ قُمت   وبما أن 

|   |
 
 |   |

  
    

 
 الاستنتاجات والتوصيات:

 الآتية:بتقدير حل مسألة ديريخميو لممعادلة ثنائية التوافقية من أجل الشروط الحدية  ةالمقال قمنا في ىذه

{

            
  

  
 (  )   

    

  .   من أجل    في الفضاء 
من    تقدير حل مسألة ديريخميو لممعادلة ثنائية التوافقية في الفضاءو      قيم نوصي بتعميم التقدير من أجل

 الآتية:أجل الشروط الحدية 

 {

            
  

  
 (  )   

 

 :الآتية بالشروط الحدية      أي  ،  حل المسألة بشكميا العام في الفضاء يتمحتى 

{

           
  

  
 (  )   
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