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  ABSTRACT    
 

 
   We aim in this work to study the oscillation of the second order generalized half-linear 

neutral differential equation , ( )  ( )-   ( ) ( ( ( ))  ( )  ( ))          where 

 ( )   ( )   ( ) ( ( )) , by setting conditions on the coefficients  ( ) and  ( ) and 

the function  ( )  ( ) and  ( ). 
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 مقدمة
كما تعبر عن  ،العديد من المشكلات التي تصادفنا نمذجةتمعب المعادلات التفاضمية بشكل عام دوراً ىاماً في      

(، والأخرى ذات Delayمتأخر)الوبشكل خاص تمك المعادلات ذات الحد بيعية والفيزيائية بصورة رياضية، الظواىر الط
أنو قد نجد لنفس المعادلة التأخيرية حمولًا بالعادية المعادلات المعادلات عن  تتميز ىذه إذ(، Neutralالحد المحايد)

دراسة السموك اللانيائي لحمول تمكننا  (.Non-Oscillatory) وأخرى غير متذبذبة( Oscillatory) متذبذبة
وبالتالي ، التي تظير بعد فترة زمنية ،لظواىر الموصوفةمن التنبؤ بنتائج تمك االمعادلات التفاضمية ذات الحد المحايد 

 من ىنا تأتي أىمية الحد المتأخر والمحايد لوصف تمك الظواىر. كانية السيطرة عمييا والتحكم بيا.إم
 [2,4,5] :بالشكل الآتي خطية المعممة من المرتبة الثانيةتعطى المعادلة التفاضمية نصف ال

      , ( )  ( )-   ( ) ( ( )  ( )  ( ))                                  ( ) 
(   )  حيث أن  .   عدد حقيقي يحقق  و ، ( )      | |   | | 

 بالخواص الآتية: (   ) يتمتع التابع
Ωمستمر عمى المنطقة  1.  ،+ *     حيث أن      
(     ) أي يحقق العلاقة ،من الدرجة الأولى متجانس (   )  2.  ،   من  أياً كانت   (   )   
(   )  العلاقة (   ) يحقق التابع  3.  ،     وذلك من أجل،    
، فإنو Ωمن  (     )، وبالتالي من أجل أي نقطة  ( )وجود ووحدانية الحل لممعادلة (   ) يضمن التابع  4.

(  )  يحقق الشروط: ( )لممعادلة ( ) يوجد حل        
 (  )     ، 

ع 5. ة ( ) إذا كان التاب ( ) معرفاً بالعلاق ∫عندئذٍ يتحقق أن  ،(   )   
  

   ( )

  

  
و     

   | |    ( )    ، 
أما عدم  ما،ىو أن يممك كل حل من حموليا عدداً لانيائياً من الأصفار عمى مجال   ( )المعادلة يقصد بتذبذب     

 .[1,6] بحيث يممك عدداً منتيياً من الأصفار عمى ذلك المجال  ( )يو أن يوجد حل ما لممعادلةفالتذبذب 
ةŘezníčková و Došlýدرس الباحثان       وضع الباحثان بعد ذلك  ،[3] في ( )الحمول الأساسية لممعادل

Bognár و Dosly  معايير ميمة من أجل تذبذب المعادلة  [2]في( ) ، 
 بالشكل الآتي: المحايدالمعادلة التفاضمية نصف الخطية المعممة من المرتبة الثانية ذات الحد  تعطى

, ( )  ( )-   ( ) ( ( ( ))  ( )  ( ))                             ( )  
 .   ، لكننا سنعالج المسألة من أجل ( )معرف كما في المعادلة (   )  أنحيث 

 يتمتع بالخواص الآتية: ( ) والتابع،   من  من أجل كلتابعان موجبان تماماً  ( ) و( )  نإ 
1 ) ( )    (   ) 
2 ) ( )    
3 )  ( )    
4 )        ( )     

( ) يعطى بالعلاقةف ( ) أما   ( )   ( ) والتابع ،اشتقاقي وموجب تماماً  ( ) أن حيث ، (( ) ) ( )  
( ) أنيحقق  ( )        و      . ,    ,  ، حيث أن   
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لمرتبة تذبذب المعادلات التفاضمية نصف الخطية الكلاسيكية من ا [1]في  Maríkو Fišnarováالباحثان درس     
 [7]وفي  خلال تذبذب المعادلات الكلاسيكية،من  المعادلات ىذهمعايير لتذبذب  اووضع الثانية ذات الحد المحايد،

المعادلات التفاضمية نصف الخطية الكلاسيكية من المرتبة الثانية ذات  المعدل لدراسة تذبذب استخدما تحويل ريكاتي
عمى إيجاد معيار لتذبذب المعادلات ذات الحد  [8]في  Fišnarováو Maríkثم عمل الباحثان  الحد المتأخر،

 تذبذب المعادلات الخطية من المرتبة الثانية. دراسة وذلك من خلال ،المتأخر
 

 وأىدافو البحث أىمية
، وىي معادلة تفاضمية نصف خطية  ( )تأتي أىمية ىذا البحث من أنو يعطي دراسة تحميمية لسموك حمول المعادلة   

تمك المعادلة  تصفيافي معرفة سموك الظواىر التي  ىام ليذه الدراسة دورإن  .محايدٍ  معممة من المرتبة الثانية ذات حدٍ 
مباحثين في ل يعد عمى درجة كبيرة من الأىميةوبالتالي إمكانية التحكم بنتائج تمك الظواىر، ولذلك فإن ىذا البحث 

إلى دراسة السموك اللانيائي لحمول المعادلة التفاضمية نصف  البحث ييدف .ت العممية النظرية والتطبيقيةالمجالا
 .أو عدم التذبذب من حيث التذبذب ،ة ذات الحد المحايدلمرتبة الثانيالخطية المعممة من ا

 
 دهروموا البحث طرائق

وبشكل خاص في مجال نظرية المعادلات التفاضمية، لذلك  ،يندرج ىذا البحث تحت اختصاص الرياضيات النظرية   
 .العادية فإن التقنيات الرياضية المستخدمة ىنا تعتمد بشكل أساسي عمى طرائق الدراسة التحميمية لممعادلات التفاضمية

 
 :والمناقشة النتائج

 المبرىنات الموجودة في ىذا البحث. لإتمامسنعرض في البداية بعض التمييديات التي سنستخدميا 
 :1 تمييدية

 عندئذٍ تتحقق المتراجحة الآتية: ،   و    حيث أعداد حقيقية،  و  و  ليكن لدينا
     

 

    
(   )   

    
  

                                    ( ) 
 . +   *       حيث

 برىان:
 .[9]نجد برىان التمييدية في المرجع 

  :2 تمييدية
 المتراجحة الآتية:عندئذٍ تتحقق  ن،عددان حقيقيان غير سالبي  و  وليكن ،    ليكن لدينا

.
 

 
  

 

  
 /

   

 
 

 
     

 

  
                                         

  يحققان عددان حقيقيان مترافقان    و      حيث

 
 

 

  
   . 

 برىان:
 .[9]نجد برىان التمييدية في المرجع 
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 :3 تمييدية
(( ) ) بفرض أن  يتحقق الآتي:     من أجلعندئذٍ ،  (( ) )  

        ( ( ))       . ( ( ))/
   

    ( ( ( )))      ( ( ))                 ( ) 
 برىان:

 .[9]نجد برىان التمييدية في المرجع 
 :4 تمييدية

/(( ) ) .حيث ( )لممعادلة حل ( ) ليكن (( ) )  ، و    (( ) ) بفرض أن ،    أو ،(( ) )  
(( ) ) و متزايد ( ) أن  عندئذ تتحقق المتراجحة الآتية: ،(( ) )  

    0( ( )  ( ))
   

1
 

      . ( ( ))/
   

𝜑( )

  ( )
[. ( ( ))  ( ( ))/

   

]
 

                     
 (   ) ( )    ( ( ))              ( )  

( ) حيث أن     { ( ) 𝜑( ) ( ( ))}، ،يحققتماماً عدد حقيقي موجب    إذا وجد إضافةً لذلك ( )  

 حيث   الموجب الحقيقيوالعدد  ،     أياً كانت       
 
( )  فإنو يتحقق: ،    

    ,( ( )  ( ))   -       (  )
   𝜑( )

  
0( ( ( ))  ( ( )))

   
1
 

                          
(   ) ( )    ( ( ))               ( )  

 برىان:
 ، وبملاحظة العلاقة الآتية:   |( )  ( )  |(   )ولنضرب طرفييا بـ،  ( )لنأخذ المعادلة

          ,( ( )  ( ))   -  (   )|  ( )  ( )|   , ( )  ( )-     
 الآتي:ك ( )المعادلة تصبح

,( ( )  ( ))   -  (   ) ( )    ( ( ))                         ( ) 
 تصبح:ف ( ) بـ  بدل كلستن

 

  ( )
[( ( ( ))  ( ( )))   ]

 
 (   ) ( ( ))    ( ( ( )))              ( )  

(( ) )  حيث  
  ( )

  
    ( ). 

ة نضرب الآن ـ ( )المعادل ة،     ب ـ ( )ونضرب المعادل /(( ) ) .     ( )𝜑ب
   

 العلاقتين،نجمع ثم  ،
(( ) ) وبالاستفادة من الفرضية  الآتي:عمى  نحصل، 3، وحسب التمييدية (( ) )  

    0( ( )  ( ))
   

1
 

      . ( ( ))/
   

𝜑( )

  ( )
[. ( ( ))  ( ( ))/

   

]
 

            
 (   ) ( )    ( ( ))             

ن وبملاحظة أن /(( ) )  (( ) ) .]المقدارا
   

]
 

(( )  ( ) )0و 
   

1
 

نعوض الشروط عندما فسالبان،  
 و ( ) ـالحدية ل

 
 :أن نجد ( )

    0( ( )  ( ))
   

1
 
      (  ) 

   𝜑( )

  
[. ( ( ))  ( ( ))/

   
]
 

                        
 (   ) ( )    ( ( ))          
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 الثانية ذات الحد المحايدالمعادلة التفاضمية نصف الخطية المعممة من المرتبة معايير تذبذب 
 :1 مبرىنة

(( ) ) لدينا ليكن ( ) و (( ) )   ∫و ،( )  
  

 ( )
   

  

  
 ( )𝜌و ( )𝜑 و،    حقيقي من أجل عدد 

 عندئذٍ إذا تحقق الشرط الآتي:، ,     ,اشتقاقي من المرتبة الأولى عمى مجال ( )𝜌حيث أن ،تماماً  نيموجب تابعين
         ∫ 𝜌( ) ( )  

 

( ) 
𝜌( )    ( ( ))

(  ( ))   

 

  
                                              

                         (    .
𝜌 
 ( )

𝜌( )
/
 

 (  )   
. ( ( ))/

   
𝜑( )

  ( )
                                        

 (
𝜌 ( )

𝜌( )
   ( 

. ( ( ))/
   

𝜑( )

  ( )
)

 

  ( )

. ( ( ))/
   

𝜑( )
)

 

 

)             ( )       

 متذبذبة.  ( )فإن المعادلة
 برىان:

أي أنو  غير متذبذبة، ( )، وأن المعادلة محقق  ( )لنفرض أن الشرط .البرىان لإنجازطريقة نقض الفرض  سنستخدم
ل ة ( ) يوجد ح ق ( )لممعادل ( ) ويحق ذ .    وذلك أياً كانت     حيث       لنأخ

3/(( ) ) .  (( ) )  (( ) )  ( ) 2   أن يكون  ( ) ومنو حسب تعريف ،     ميما كانت   
 ( )   . 

 نجد أن: ( )المعادلةفي  ( ) تعويض الحلب
 , ( )  ( )-    ( ) . ( ( ))  ( )  ( )/                               

( )  لنفرض متناقص تماماً،( )  ( )  فإنومنو    اماً أي أنو يوجد عدد حقيقي موجب تم ،    أياً كانت   
( )  ( ) بحيث يحقق ( )  وبالتالي ،      أياً كانت         

 

 ( )
 وبمكاممة الطرفين نجد ،

( ) أن   ( )  ∫
 

 ( )
  

 

 
( ) كبيرة نجد أن  عندما تكون . ( )  وبالتالي فإن ،وىذا تناقض    أياً    

 الآتي: يتحقق      من أجل كل أنو بحيث      ومنو يوجد ،     كانت
   2 ( )  ( ( ))  ( ( ))  . ( ( ))/    ( )   ( ( ))   ( ( ))   . ( ( ))/3       

علنعر   ة   ف الآن التاب ( ) بالعلاق  𝜌( )
( ( )  ( ))

   

. ( ( ))/
ن .    ( ) نلاحظ أ ت      ،     وذلك أياً كان

 :نجد العلاقة الآتية  ( ) باشتقاق التابع

  ( )  𝜌
 
( )

( ( )  ( ))
   

. ( ( ))/
    𝜌( )

(. ( )  ( )/
   

)
 

. ( ( ))/
    (   )𝜌( )

( ( )  ( ))
   

  ( ( ))  ( )

. ( ( ))/
      

( ) وبما أن (( ) )  أن فإننا نجد، متناقص تماماً   ( )  ( ) وأن ،     
 ( )  ( )

 ( ( ))
 وبالتالي:،  

       ( )  
𝜌
 
( )

𝜌( )
 ( )  𝜌( )

(. ( )  ( )/
   

)
 

. ( ( ))/
    (   )

  ( )

𝜌
 

   ( ) ( ( ))

 
 

   
 
( )         (  )  
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ع ة  لنعرف الآن التاب ( ) بالعلاق  𝜌( )
. ( ( ))  ( ( ))/

   

. ( ( ))/
ن ،    ( ) نلاحظ أ من أجل كل وذلك     

 :العلاقة الآتية حصل عمىن  ( ) باشتقاق التابعو  ،    

  ( )  𝜌
 
( )

. ( ( ))   ( ( ))/
   

. ( ( ))/
    𝜌( )

(. ( ( ))  ( ( ))/
   

)
 

. ( ( ))/
                                

 (   )𝜌( )
. ( ( ))  ( ( ))/

   
  ( ( ))  ( )

. ( ( ))/
          

( ) وبما أن (( ) )  أنفإننا نجد متناقص تماماً،  ( )  ( ) وأن،  ( )    
 ( ( ))  ( ( ))

 ( ( ))
 وبالتالي: ،

  ( )  
𝜌
 
( )

𝜌( )
 ( )  𝜌( )

(. ( ( ))  ( ( ))/
   

)
 

. ( ( ))/
    (   )

  ( )

𝜌
 

   ( ) ( ( ))

 
 

   ( )      (  ) 

  بـ (  )نضربو  ،    بـ (  )نضرب
   

. ( ( ))/
   

𝜑( )

  ( )
نحصل  4 التمييديةستفادة من الاوب ،ثم نجمع العلاقتين 

 :عمى

      ( )       
. ( ( ))/

   

𝜑( )

  ( )
  ( )   (   )𝜌( ) ( ) 

     [
𝜌
 
( )

𝜌( )
 ( )  (   )

  ( )

(𝜌( ))
 

    ( ( ))

 
 

   ( )]   

      6
. ( ( ))/

   
𝜑( )

  ( )

𝜌
 
( )

𝜌( )
 ( )  (   )

. ( ( ))/
   

𝜑( )

  ( )

  ( )

(𝜌( ))
 

    ( ( ))

 
 

   ( )7   

 :نحصل عمى الآتي ومنو

      ( )       (
. ( ( ))/

   
𝜑( )

  ( )
 ( ))

 

  (   )𝜌( ) ( )                               

     [
𝜌
 
( )

𝜌( )
 ( )  (   )

  ( )

(𝜌( ))
 

    ( ( ))

 
 

   ( )]                                               

      ,(
. ( ( ))/

   
𝜑( )

  ( )

𝜌
 
( )

𝜌( )
 (

. ( ( ))/
   

𝜑( )

  ( )
) ) ( )                                

 (   )
. ( ( ))/

   
𝜑( )

  ( )

  ( )

(𝜌( ))
 

    ( ( ))

 
 

   ( )-               

 :1 تمييديةالوحسب 

      ( )       (
. ( ( ))/

   
𝜑( )

  ( )
 ( ))

 

  (   )𝜌( ) ( )                    

      

  
4
𝜌 

 
( )

𝜌( )
5

 
𝜌( )( ( ( )))

   

(  ( ))
          

  
(

. ( ( ))/
   

𝜑( )

  ( )

𝜌
 
( )

𝜌( )
 4

. ( ( ))/
   

𝜑( )

  ( )
5

 

)
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.  ( )/

   

. ( ( ))/
(   ) 

𝜑   ( )

𝜌( )( ( ( )))
   

(  ( ))
     (   )𝜌( ) ( )  

𝜌( )( ( ( )))
   

(  ( ))
   

 

               

 ,    4
𝜌 

 
( )

𝜌( )
5

 

      . ( ( ))/
   

𝜑( )

  ( )
(
𝜌
 
( )

𝜌( )
 4

. ( ( ))/
   

𝜑( )

  ( )
5

 

  ( )

. ( ( ))/
   

𝜑( )
)

 

 

-     

 وبمكاممة الطرفين نجد أن:،    أن بما
    

   
   ∫ 𝜌( ) ( )  

 

( ) 
𝜌( )    ( ( ))

(  ( ))   

 

  
                                                       

 ,    .
𝜌 
 ( )

𝜌( )
/
 

 (  )   
. ( ( ))/

   
𝜑( )

  ( )
                                                    

 (
𝜌 ( )

𝜌( )
 4

. ( ( ))/
   

𝜑( )

  ( )
5

 

  ( )

. ( ( ))/
   

𝜑( )
)

 

 

-       
  ( )                  

      
. ( ( ))/

   
𝜑( )

  ( )
 ( )        (  )       

. ( (  ))/
   

𝜑(  )

  (  )
 (  ) 

نو  ( )      بالتالي ينتج لدينا أ       . ( ( ))/
   

𝜑( )

  ( )
 (  ) ن لكن،        و ( ) بما أ

. ( ( ))/
   

𝜑( )

  ( )
 .فإننا نحصل عمى تناقضجبة و توابع م ( ) 
 :1 نتيجة

ن (( ) ) بفرض أ ( ) و  (( ) )   ن، و ( )   ∫ليك
  

 ( )
   

  

  
 ،   من أجل عدد حقيقي  

وبفرض أنو ، ,     ,اشتقاقي من المرتبة الأولى عمى مجال( )𝜌 ة تماماً، حيث أنموجب توابع ( )𝜑 و ( )𝜌وليكن
ل      و      يوجد عددان حقيقيان  ن      يحققان أنو من أجل ك ( ) فإ وأن         

 
 
( )  عندئذٍ إذا تحقق الشرط الآتي:،    

          ∫ 𝜌( ) ( )  
 

( ) 
𝜌( )    ( ( ))

(  ( ))   

 

  
                                           

 ,    .
𝜌 
 ( )

𝜌( )
/
 

 (  )   (  )
   𝜑( )

  ( )
                                        

 (
𝜌 ( )

𝜌( )
 .

(  )
   𝜑( )

  
/
 

  

(  )
   𝜑( )

)
 

 

-                   (  )   
 متذبذبة.  ( )فإن المعادلة

 برىان:
ة نضرب، إذ 1في برىان المبرىنة  نفسيا نتبع الخطوات ـ (  )العلاق ة ، ونضرب    ب  (  )العلاق

  بـ
   (  )

   𝜑( )

  
 :نحصل عمى  4التمييديةفي  ( )العلاقة ثم نجمع العلاقتين، وبالاستفادة من 

      ( )       4
(  )

   𝜑( )

  
 ( )5

 

  (   )𝜌( ) ( )                                             

 
𝜌( )( ( ( )))

   

.  ( )/
   

 

  ,    4
𝜌 

 
( )

𝜌( )
5

 

                                                

      (  )
   𝜑( )

  
(
𝜌
 
( )

𝜌( )
 .

(  )
   𝜑( )

  
/
 

  

(  )
   𝜑( )

)
 

 

-       
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 :نحصل عمى  إلى   منبالمكاممة و ،    بما أن
          ∫ 𝜌( ) ( )  

 

  

𝜌( )    ( ( ))

(  ( ))   

 

  
                                                   

     
                         ,    .

𝜌 
 ( )

𝜌( )
/
 

 (  )   (  )
   𝜑( )

  
                                              

 (
𝜌 ( )

𝜌( )
 .

(  )
   𝜑( )

  
/
 

  

(  )
   𝜑( )

)
 

 

-         ( )                      

      (  )
   𝜑( )

  
 ( )        (  )       (  )

   𝜑( )

  
 (  )  

ن ( )      ومنو فإ       (  )
   𝜑( )

  
 ( ) ن ولكن ،     ( ) التابعا (  ) و  

   𝜑( )

  
 موجبين( ) 

 تناقض.بالتالي لدينا و 
 :2 مبرىنة

(( ) ) بفرض أن ( ) مع  (( ) )   ∫و ،( )  
  

 ( )
   

  

  
 ( )𝜌وليكن ،   من أجل عدد حقيقي  

عندئذٍ إذا تحقق  ، ,     ,اشتقاقي من المرتبة الأولى عمى مجال ( )𝜌، حيث أنتماماً  موجبين تابعين ( )𝜑و
 الشرط الآتي:

         ∫ 𝜌( ) ( )  
 

  

𝜌( )    ( ( ))

(  ( ))   

 

  
                                           

 ,    .
𝜌 
 ( )

𝜌( )
/
 

 (  )   
. ( ( ))/

   
𝜑( )

  ( )
                                    

 (
𝜌 ( )

𝜌( )
 (

. ( ( ))/
   

𝜑( )

  ( )
)

 

  ( )

. ( ( ))/
   

𝜑( )
)

 

 

-           (  )  

 متذبذبة.  ( )فإن المعادلة
 برىان:

أي  ،غير متذبذبة ( )أن المعادلة و  ،محقق  (  )أن الشرط لنفرض البرىان. لإنجازطريقة نقض الفرض  سنستخدم
ل ة ( ) أنو يوجد ح ن ويحقق ( )لممعادل ( ) أ ت    ذ .    وذلك أياً كان حيث أن       لنأخ

   2 ( )  ( ( ))  ( ( ))  . ( ( ))/3 ت     ( ) ، ومنو حسب تعريف      وذلك أياً كان
( ) يكون   :نحصل عمى  ( )المعادلةفي  ( ) تعويض الحل، ب  

, ( )  ( )-    ( ) . ( ( ))  ( )  ( )/                               
 متناقص تماماً.( )  ( )  أن ومنو نجد

( )  لنفرض  ( )  ( ) بحيث    يوجد عدد حقيقي موجب تماماً فإنو  ،    أياً كانت    أياً       
( )  وبالتالي  ،      كانت   

 

 ( )
( ) وبمكاممة الطرفين نجد     ( )  ∫

 

 ( )
  

 

 
وعندما تكون  ،

( ) كبيرة نجد أن    ( ) حيث  ( ) وىذا تناقض مع تعريف  ،   ( )  وبالتالي فإن  ،   أياً    
 الآتي: يتحقق     بحيث من أجل كل       ومنو يوجد  ،    كانت

   2 ( )  ( ( ))  ( ( ))  . ( ( ))/    ( )   ( ( ))   ( ( ))   . ( ( ))/3       
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( ) بالعلاقة   لنعرف الآن التابع  𝜌( )
( ( ) 

 ( ))
   

. ( ( ))/
( ) نلاحظ أن ،     باشتقاق  ،    أياً كانت    

 :حصل عمىن ( ) التابع 

  ( )  𝜌
 
( )

( ( )  ( ))
   

. ( ( ))/
    𝜌( )

(. ( )  ( )/
   

)
 

. ( ( ))/
    (   )𝜌( )

( ( )  ( ))
   

  ( ( ))  ( )

. ( ( ))/
       

( ) وبما أن  (( ) )   أن فإننا نجد ،متناقص تماماً  ( )  ( ) وأن ،     
 ( )  ( )

 ( ( ))
 وبالتالي: ،

     ( )  
𝜌
 
( )

𝜌( )
 ( )  𝜌( )

(. ( )  ( )/
   

)
 

. ( ( ))/
    (   )

  ( )

𝜌
 

   ( ) ( ( ))

 
 

   
 
( )          (  )  

( ) بالعلاقة  التابع الآن لنعرف  𝜌( )
. ( ( )  ( ( ))/

   

. ( ( ))/
( ) نلاحظ أن .    باشتقاق .     أياً كانت    

 :نحصل عمى  ( )  التابع

  ( )  𝜌
 
( )

. ( ( ))  ( ( ))/
   

. ( ( ))/
    𝜌( )

(. ( ( ))  ( ( ))/
   

)
 

. ( ( ))/
                        

 (   )𝜌( )
. ( ( ))  ( ( ))/

   
  ( ( ))  ( )

. ( ( ))/
           

( ) وبما أن (( ) )  أن فإننا نجد متناقص تماماً،  ( )  ( ) وأن ، ( )    
 ( ( ))  ( ( ))

 ( ( ))
 وبالتالي:، 

     ( )  
𝜌
 
( )

𝜌( )
 ( )  𝜌( )

(. ( ( )  ( ( ))/
   

)
 

. ( ( ))/
    (   )

  ( )

𝜌
 

   ( ) ( ( ))

 
 

   ( )         (  )  

/(( ) ) .     بـ (  )العلاقة ثم نضرب،     بـ (  )العلاقة نضرب
   

𝜑( )

  ( )
ستفادة من بالا، و نجمع العلاقتينثم ،  

( ) كون  ومن، ( ) تزايد (( ) ) ( ) أن نجد، ( )  

 ( ( ))
 :أن نجد  4من التمييديةو  ،( )  

      ( )  
  

   
. ( ( ))/

   
𝜑( )

  ( )
  ( )   (   )𝜌( ) ( )                       

     6
𝜌
 
( )

𝜌( )
 ( )  (   )

  ( )

𝜌
 

   ( ) ( ( ))

 
 

   ( )7               

      [
. ( ( ))/

   
𝜑( )

  ( )

𝜌
 
( )

𝜌( )
 ( )  (   )

. ( ( ))/
   

𝜑( )

  ( )

  ( )

𝜌
 

   ( ) ( ( ))

 
 

   ( )]    

 :نجد الآتي ومنو

      ( )       (
. ( ( ))/

   
𝜑( )

  ( )
 ( ))

 

  (   )𝜌( ) ( )                                  

             6
𝜌
 
( )

𝜌( )
 ( )  (   )

  ( )

𝜌
 

   ( ) ( ( ))

 
 

   ( )7                   
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.  ( )/
     

     

  (
. ( ( ))/
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-  

 :الآتي نحصل عمىوبمكاممة الطرفين 

          ∫ 𝜌( ) ( )  
 

  

𝜌( )    ( ( ))

(  ( ))   

 

  
,    (

𝜌 
 ( )

𝜌( )
)
 

 (  )   
. ( ( ))/
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𝜌( )
 (

. ( ( ))/
   

𝜑( )
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)
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. ( ( ))/
   

𝜑( )
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-                                         

       ( )       . ( ( ))/
   

𝜑( )

  ( )
 ( )                         

       (  )    
   . ( (  ))/

   
𝜑(  )

  (  )
 (  )     (  )  

  و  ( ) ولكن
. ( ( ))/

   
𝜑( )

  ( )
 وىذا تناقض. تابعين موجبين ( ) 

 :2 نتيجة
(( ) ) بفرض أن ( ) و (( ) )   ∫و أن،  ( )  

  

 ( )
   

  

  
و بفرض  ،  من أجل عدد حقيقي  

وبفرض  ،,     ,اشتقاقي من المرتبة الأولى عمى مجال ( )𝜌 ، حيث أنتماماً  تابعين موجبين ( )𝜑و  ( )𝜌 أن
( ) فإن      يحققان أنو من أجل كل      و      أنو يوجد عددان حقيقيان  وأن         

 
 
( )  ، عندئذٍ إذا تحقق الشرط الآتي:   
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         ∫ 𝜌( ) ( )  
 

( ) 
𝜌( )    ( ( ))

(  ( ))   

 

  
                                           

 ,    4
𝜌 
 ( )

𝜌( )
5

 

 (  )   
( 
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𝜑( )

  
 

 4
𝜌 ( )

𝜌( )
 (

(  )
   

𝜑( )

  
)
 

  

(  )
   

𝜑( )
5
 

 

-         (  )    

 متذبذبة.  ( )فإن المعادلة
 برىان:
 :نحصل عمى 4التمييدية و  1وباستخدام التمييدية  2أسموب برىان المبرىنة بنفس 

      ( )       (
(  )

   
𝜑( )

  
 ( ))

 

  (   )𝜌( ) ( )                                                       

 
𝜌( )( ( ( )))

   

( ( ))
   

 

  [    4
𝜌 

 
( )

𝜌( )
5

 

      (  )
   

𝜑( )

  
4
𝜌
 
( )

𝜌( )
 4

(  )
   

𝜑( )

  
5

 
  

(  )
   

𝜑( )
5
 

 

]   

 أن: وبالمكاممة نجد،     بما أن
          ∫ 𝜌( ) ( )  

 

  

𝜌( )    ( ( ))

(  ( ))   

 

  
                                                            

 ,    .
𝜌 
 ( )

𝜌( )
/
 

 (  )   (  )
   

𝜑( )

  
                                               

 4
𝜌 ( )

𝜌( )
 (

(  )
   

𝜑( )

  
)
 

  

(  )
   

𝜑( )
5
 

 

-         ( )       (  )
   

𝜑( )

  
 ( )            

       (  )    
   (  )

   𝜑(  )

  
 (  )   

(  )  و ( ) لكنو 
   𝜑( )

  
 .تابعين موجبين و بالتالي لدينا تناقض مع الفرض( ) 

 أمثمة:
    نقدم فيما يأتي مثالين عن معادلتين تفاضميتين نصف خطيتين، ولندرس تذبذبيما وفق النتائج التي حصمنا عمييا.      
 :1مثال

 لتكن لدينا المعادلة الآتية:
. . ( )     (

 

 
)/

 

/
 

   . ( )  . ( )     (
 

 
)/

 

/                         (  )  
( ) ، و   و، ,    ,  ، وأن,   ,   عمماً أن عمى المجال  (  )لندرس تذبذب المعادلة.   

ن. ,    , نجرب و ( موجبان واختياريان، لذلك 17الواردين في بناء المعيار ) ( )𝜑و ( )𝜌بما أن التابعي
( )𝜑نختار  𝜌( ) (( ) ) نلاحظ أنف، ,    ,  وذلك أياً يكن    ( ) ، وأن(( ) )   كما ، ( )  

ن ∫أ
  

 
   

  

 
ر ماستخدبا ومنو . ∫         أن ، نجد(  )المعيا  

 

 
      

   
 (   )    ،

 متذبذبة. (  )وبالتالي المعادلة
 :2مثال

 لتكن لدينا المعادلة الآتية:
. ( )  

 

 
 (

 

 
)/

  

    . .
 

 
/  . ( )  

 

 
 (

 

 
)/

 

/                       (  )  
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الواردين في  ( )𝜑و ( )𝜌بما أن التابعين. ,    ,عمى المجال  (  )، ولندرس تذبذب المعادلة    عمماً أن
ر( موجبان واختياريان، لذلك 12بناء المعيار ) ( )𝜑نختا  𝜌( ) ن    ، نلاحظ ,    ,  وذلك أياً يك

ن (( ) ) أ ن(( ) )   ( ) ، وأ ن، و ( )   ∫أ      
  

 
راستخدباومنو  ، نجد ، (  )م المعيا

∫         أن .
 

 
/
  

 
      

   
.
    

  
/  متذبذبة. (  )وبالتالي المعادلة،    

 
 :والتوصيات الاستنتاجات

تذبذب المعادلة التفاضمية نصف الخطية المعممة من المرتبة الثانية ذات الحد المحايد،  البحث درسنا في ىذا     
يدعمان صحة النتائج قدما مثالين ، ثم متذبذبة أم لا المعادلةذا كانت ىذه إفيما توصمنا إلى معايير تحدد ، و    مع

   التي حصمنا عمييا.
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