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 ممخّص  

 
التقنية المقترحة  متقنية عددية لمحاكاة حمول بعض المعادلات التفاضمية العشوائية المتأخرة، تستخد البحث افي ىذ نقدم

المربعات بتطبيق التقنية للاستقرار العددي بمتوسط  قُدِمتْ دراسةكثيرات حدود من الدرجة الرابعة وأربع نقاط تجميع. 
المتأخرة باستخدام محاكاة عددية لعممية وينر العشوائية المستمرة  التفاضمية العشوائيةالمعادلات من  عمى نموذج اختبار
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  ABSTRACT    
 
In this paper, we propose a numerical technique to simulate the solutions of some 

stochastic delay differential equations (SDDEs). The proposed technique uses polynomials 

of fourth degree with five collocation points. A mean-square stability of numerical 

technique is studied when was applied to a test model of SDDE with modeling continuous-

time discrete wiener process. The study shows that the proposed numerical technique is 

stable and convergent from order third and half when applied to a test model.  
The numerical accuracy of the proposed technique was tested by simulating the solution 

for three nonlinear linear test problems. Numerical results and comparisons with other 

methods indicated the effectiveness and efficiency of the proposed method. 
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 : مـــقدمـــة
إحدى الوسائل  (stochastic delay differential equations)المتأخرة  العشوائيةتعد المعادلات التفاضمية      

في كثير من الأحيان لا تحدث في توقيت  (.Noise Processes)في الطبيعة الأساسية لنمذجة عمميات الضجيج 
( يؤثر عمى توافق النماذج Delayومن الطبيعي أن ىذا التأخير )التداخلات بين مكونات نظام أو شبكة ، واحد 

 انتشار التفاعلات لممواد الكيماوية، انتقال موجة في الأوساط المختمفة.  تباطؤالعشوائية. مثلًا: 
دوراً إن التأخير سمة ىامة موجودة في العديد من العمميات والظواىر، فمثلا في الكيمياء الحيوية، يمعب التأخير       

( كالتي تنشأ بين المجموعة الأساسية Genetic regulatory networks) الشبكات المنظمة وراثياً  ديناميكابارزاً في 
عمميات الولادة  لمحاكاةتقريب كالمتأخرة يمكن استخداميا العشوائية فالمعادلات التفاضمية والبروتين.  m RNA لأول

 والموت مع التأخير.
لمحاكاة في البيولوجيا ومحاكاة أسعار البورصة و  استعمالات وتطبيقات واسعة، في الاقتصاد المالي نجد ليا أيضاً كما و 

الضجيج )والكيمياء لمحاكاة الخ(،  في الفيزياء ، الأوبئةانتشار الأمراض و )حركة السكّان ، معدل النمو، معدل الوفيات، 
 حركة التفاعلات، الخ(. ،الالكتروناتانتشار الغازات، حركة حركة جزيئات السوائل، -الحراري 

 [1]تعطى مسألة المعادلات التفاضمية العشوائية المتأخرة كالآتي:    









]0,[;)()(

0;)())(),(,())(),(,()(





tttX

ttdWtXtXtGdttXtXtFtdX          (1) 
دالة المعطيات الابتدائية، وتسمى الدالةt)(وىو مقدار حقيقي موجب، : ثابت تأخير حيث

nnn RRRTF ],0[:  المتأخرة. وتدعى الدالة العشوائية بدالة معامل الإزاحة لممعادلة التفاضمية
mnnn RRRTG ],0[:  بدالة معامل الانتشار. ويرمز بالدالةW(t)  لعممية وينرWiener Process 

 .mالقياسية من البعد 
 :(Stochastic Processتغير عشوائي )عن عممية عشوائية أو م tX)(ويعبر 

nRtXtXtXtX T

n  ))(,),(),(()( 21 
 

 المسألة المطروحة نذكر منيا:لمحاكاة حمول وحديثة قدم الباحثون تقنيات عددية متنوعة 
من خطي اختبار دراسة للاستقرار لطريقة اولر مارياما مطبقة لنموذج  4002عام  [1]في آخشون و Caoقدم       

 تيموتم تقديم الشروط المناسبة لضمان الاستقرار بمتوسط المربعات لطريقالمتأخرة  ةالتفاضمية العشوائيالمعادلات 
تم  كماتقنية استيفاء خطي لمحاكاة الحمول في الأزمنة المتأخرة  4022عام  [11] في وآخرون  Zhaoقدم  .المقترحة

 طرائق  4025عام  [7] في وآخرون Wangقدم  .مارياماتقدير الأخطاء المقتطعة بمتوسط المربعات لتقنيات اولر 
مارياما لمحاكاة الحل لنموذج غير خطي من المعادلات التفاضمية العشوائية المتأخرة وتم في الدراسة إثبات أنو لأجل 

1  قدم  خطوة.الحجم  أيّا كانيمكن الحفاظ عمى الاستقرار بمتوسط المربعاتCao في العام ذاتو [2]في آخشون و 
طريقة التنبؤ والتصحيح وطريقة النقطة الوسطى وطريقة مشابية لطريقة  ىيدراسة مقارنة لتقارب ثلاث تقنيات عددية 

من المرتبة الأولى في حين أن الطريقتين الأخريين ىما من المرتبة  وتبين الدراسة أن الطريقة شبيية ميسمتين ميمستين 
 .نصف
 ذات الخطوة المجزأة،  ائق طر الاستقرار المقارب بمتوسط المربعات ل 4028عام  [4]في  Huangو   Huدرس
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جذور المعادلة المميزة تقع جميعيا داخل قرص الواحدة ورسم بعض  تقعوتم تحديد شروط الاستقرار الكمي عندما 
طريقة تجميع ليجندر الطيفية لمحاكاة الحل العددي  2018عام  [5]في   Ali و  Khanطبق  .مناطق الاستقرار

استخدم الباحثان حدوديات  ،لنموذج خطي من المعادلات التفاضمية العشوائية المتأخرة )نموذج نمو مجتمع الخمية(
ليجندر المتعامدة و عدد من النقاط التجميعية وتحولت المسألة إلى حل جممة معادلات جبرية بمعاملات ليجندر 

 يتقديم اختبار عددمع قاعدة فوريييو متعامدة وتم  Galerkinطريقة  4029عام  [3]في  Xiao و  Daiقدم  مجيولة.
 .تيم المقترحةمرتبة التقارب القوي بمتوسط المربعات لطريق لإثبات
كدالة عشوائية تدخل  W(t) وينرإشكالية البحث تكمن بنقطتين أساسيتين، المشكمة الأولى ىي أن عممية  تكمن       

المكاممة،  في صياغة المعادلات التفاضمية العشوائية المتأخرة ومن المعموم أن ىذه الدالة غير قابمة للاشتقاق أو
وبالتالي فإنو قد يكون من غير الممكن إيجاد حمول تحميمية أو عددية لمثل ىذه المعالات بالطرق التقميدية، وتعد ىذه 
المشكمة إحدى أىم الصعوبات التي تواجو الباحثين في ىذا المجال، أما المشكمة الثانية فتتمثل بوجود دالة تأخير في 

 جعل حميا أيضاً بالطرق التقميدية غير مألوف.المسألة المطروحة وبالتالي سي
 

 أىمية البحث وأىدافو:
مسألة المعادلات التفاضمية العشوائية المتأخرة المطروحة تعد نموذجاً مثالياً لمكثير من بأن أىمية البحث تكمن      

يؤدي إلى تفسير الحل لمكثير من وبالتالي فإن محاكاة الحل لمثل ىذا النموذج  المختمفة،الحقيقية  الطبيعية الظواىر
ىي  نيالباحثالتي تواجو    الإشكالية   ولكن وعمم الإحياء، والاقتصاد، الخ. ،والكيمياء ،المسائل التي نجدىا في الفيزياء

مثل ملتحميمية أو عددية بالطرق التقميدية المعروفة وذلك بسبب وجود الضجيج العشوائي اوجود حمول إمكانية عدم ب
وتقديم الشروط  اعددي لممسألة المطروحة الحلمحاكاة نيدف إلى تقديم تقنية عددية ل وليذا ،ىذه النماذجفي  وينربعممية 

 .الضرورية التي تضمن الاستقرار القوي بمتوسط المربعات لمتقنية المقترحة
 

 طرائق البحث ومواده:
تقنيات التحميل العددي، وعمى بعض المفاىيم  بعض البحث ىي خوارزميات عددية تعتمد عمى إن طرائق       

الاحتمالات والإحصاء، وفي الجبر الخطي لأن المسألة في إحدى مراحميا تتحول إلى منظومات عموم الأساسية في 
كما وتحتاج طرائق البحث إلى لغة برمجة متطورة لتنفيذ الخوارزميات لمتقنية المقترحة، ليذا سنستخدم لغة  ،جبرية

 .والرسوم البيانية محصول عمى النتائج العدديةل Mathematica.11البرمجة 
 

 :النتائج والمناقشة
     تعريفات ومفاىيم أساسية 1

قبل البدء بعرض الموضوع نقدم بعض المفاىيم والمصطمحات الأساسية المتعمقة بمسألة المعادلات التفاضمية        
 العشوائية المتأخرة:
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 [6] (:Wiener Process)عممية وينر: 1تعريف
، تحقق  [T,0] الحقيقي مستمرة مع الزمن معرفة عمى المجال tW)(القياسية ىي متغير عشوائي وينرإن عممية    

 الخصائص الخمس الآتية:
يساوي الصفر وتباين  Meanتوزيعاً طبيعياً بمتوسط  tW)(، يكون توزيع المتغير العشوائي  tمن أجل كل  :1خاصة

Variance  يساويt . 
)0(0إن  :2خاصة W  1باحتمال يساوي . 
Tttمن أجل كل  :3خاصة  )()(، يكون الفرق 210 12 tWtW   متغير عشوائي موزع طبيعيا بمتوسط

12صفر  وتباين  tt  :وىذا يكافئ العبارة الآتية ، 
)1,0(~)()( 1212 NtttWtW  

 يرمز لمتغير عشوائي يخضع لمتوزيع الطبيعي المعياري.N)1,0(حيث 
Tttttمن أجل كل  :4خاصة  )()(ن ي، فإن الفرق43210 12 tWtW   و)()( 34 tWtW  

 يكونان متغيرين عشوائيين مستقمين.
  بمسارات مستمرة. tW)( وينرعممية يمكن تمثل  :5خاصة
تعد  و  1923عامقذمها فً  إر، Norbert Wienerىذا الاسم نسبة لـ نوربيرت وينر  وينرلقد أخذت عممية        

الصيغة الرياضية الدقيقة التي تمثل السموك العشوائي لحركة براون التي كان قد وصفيا عالم النبات روبرت براون 
Robert Brown   نسبة إلييما. وينر، أو عممية براون، والتي يطمق عمييا اسم حركة 1827عام 

ـل التكامل لمضجيج المثالي المستقل عن التكرار إن عممية وينر تكون حاسمة في نمذجة العمميات العشوائية لأنيا تمثّ 
 والمسمى بالضجة البيضاء.

 :المتقطعةعممية وينر مسار ل حاسوبيا محاكاة 2

 Simulation of Discrete Wiener Process Path by Computer 

  tW)(، حيث تكون متقطعةكعممية  وينرالحسابية التعبير عن عممية  في التطبيقاتنجد أنو من المفيد جداً   

]0,[ليذا نأخذ تجزئة منتظمة لممجال   .tمحددة عند قيم منفصمة لـ  T  باستخدام خطوة
N

T
dt  لأجل عدد صحيح موجب ،

N، سنرمز بـ  حيثjW قيمة لتشير إلى)( jtW  عندdtjt j  ،Nj ,...,1,0 وىكذا يتحقق لدينا من خصائص .
 عممية وينر الآتي:

00نجد أولا أن  W   أنكذلك نجد  .1باحتمال: 
NjdWWW jjj ,...,1,1   

~)1,0(متغير عشوائي مستقل لو التوزيع   وى jdWإذ إن كل  NdtdW j وبالتالي فإن ،randtdW j  ،
 [10]:كالآتيالمشابو لتكامل ريمان  يحسب التكامل العشوائي عندئذ .N(0, 1)لو التوزيع متغير عشوائي  ran حيث

))()()(()()(
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0
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   :المتأخرة ممعادلات التفاضمية العشوائيةلالمحاكاة العددية  3
]0,[ لـ منتظمةتجزئة نستخدم  T ، ( كالآتي:1حل المسألة)مجال  

Ttttt nn  110 ...0 
dtitiحيث   ،ni ,...,1,0،  وnThdt / وطول الخطوة ، n لدينا متتالية ، ينتج عدد صحيح موجب

 من المجالات الجزئية:
],[],...,,[],...,,[],,[ Ttttttttt nnkk   112110 0                                    (2) 

],[في كل مجال جزئي الرابعةنعرف كثيرة حدود من الدرجة  1 kkk ttI:كالآتي 
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432
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)()( ,,,,                  (3) 

00حيث   XS   الحلقيمة ابتدائية لدالة X(t)   المجاىيلوىي معمومة من شروط البدء و jkCj ,)4,3,2,1(  
 يطمب تعيينيا عند كل تكرار.

 نحصل عمى: t( بالنسبة لـ 3كثيرة الحدود )تفاضل وب

1,...,1,0

],,[,
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 الآتي:بالشكل تجميع  نقاط أربعنعرف 
4,3,2,1 jdt,htt jk

jhk                                             (5) 
I],,[,,,-1,في كل مجال جزئي  nktt kkk 101   تجميعال، مع وسطاء: 

   110 4321  handhhh                                                   (6) 
الاختبار النموذجية من  مسألة عمى( 6)-(5مع نقاط التجميع) (4)-(3الآن بتطبيق كثيرات الحدود ) نقوم    

  :المعطاة بالشكل [Cao, 2004] المتأخرة العشوائيةالمعادلات التفاضمية 
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Rcba   حيث: ,, ،:ينتج لدينا المنظومة التكرارية 

kmnkj

dWtcSthbSthaSdttS k
jjjj zmkhmkhkhk






1;-,...,1,0,4,3,2,1

),()()]()([)( 
        (8) 

 لشروط الابتدائية:ا مع
]0,[),()( mttttX

jjj hmkhmkhmk                            (9) 

 :حيث

, )4,3,2,1(;  jhm )()( mhtStS
jj hkhmk  ،],] 1 kk

j
ttt zk،],] mkmk ttt

jhmk 
. 

 ( بالشكل:8المنظومة ) لتعويض عن قيم كثيرات الحدود في نقاط التجميع نكتبوبا
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  نحصل عمى الصيغة التكرارية الآتية:ف ،بصيغة المصفوفات (10)نعيد كتابة المنظومة 
mkkmkkkk SdWcvCBdWcvSuCBuA   )()()(  ,  k=0,1,…,n-1      (11) 

randtdWk :حيث  ، وran  الطبيعي المعياري لو التوزيعمتغير N(0, 1)و ، hdt  في التجزئة
hbvhau، المستخدمة   وأن: ,
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110قابمة لمحل من أجل  (11) إن المنظومة 4321  handhhh  نأخذ عمى سبيل  ذلك لتوضيحو
],[مجال جزئي في كل  kC المجاىيل متجو ويمكن تعيين c=0.5,b=1,a=-1المثال القيم المعيارية  1kk tt،  لأن

 :نجد  حيث غير شاذة( 11) المنظومة فيuBAالمصفوفة 

]1,0],0
983040000

921+7421+30612+57216+11520
)(
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  Mean-Square Stability: المربعاتالاستقرار بمتوسط  4
 قبل البدء نقدم أولا التعريف الآتي.      

0: يقال عن طريقة عددية إنيا مستقرة بمتوسط المربعات، إذا وجد [1](2تعريف)
* h ، وكان الحل العددي الناتج

 :حققت Skتطبيق الطريقة عمى مسألة اختبار يولد متتالية من التقريبات عن 
0|| 2


k

k
SELim  

)0,(لأجل أي خطوة 
*

hh. 
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 كتابتيا بالشكل: بإعادة( 11متجية المجاىيل في المنظومة) حسابيتم 
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 ومنو ينتج لدينا:
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 المنظومة الآتية:ينتج لدينا  (6)-(5)( في نقاط التجميع 3باستخدام التقريب )من جية أخرى، و 
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 ( نحصل عمى المنظومة التكرارية :15( في )14العلاقة )المحسوبة في المجاىيل  متجية وبتعويض
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BdWcvMBuAGحيث  k )(),( ،hbvhau  مصفوفة الواحدة  Iمصفوفة صفرية و O، و,
),,,(، وكذلك المصفوفة 44وكلاىما من القياس rancvuR  88من القياس :تعطى بالشكل 
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 ولدينا أيضاً:
hrandWranEhdWEdWE kkk  ,1][,][,0][ 2 

 عمى العلاقة التكرارية: (16)وباستخدام مفيوم التوقع بمتوسط المربعات نحصل من المنظومة 
kk YrancvuREY )],,,([ 2
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),(]),,,[(تسمى الدالة  2 rancvuREvuR  لمطريقة العددية. بمتوسط المربعات بدالة الاستقرار 
 إذا كان بمتوسط المربعات مستقرةإنيا  (18)عددية ليا صيغة تكرارية من النمط عن طريقة  يقال: [12]( 3)تعريف

)),((1 نصف القطر الطيفي لمصفوفة الاستقرار يحقق vuR  حيث ،  يساوي إلى أكبر القيم المميزة
),(لممصفوفة  vuR  .بالقيمة المطمقة 

1,1القيم المعيارية  واختيار  ab ،h=0.99, c=0.5  ، ولوسطاء التجميعh1=0.75 ،h2=0.85  ،h3=0.95  

بالقيمة المطمقة المميزة أن القيم  Mathematica11 البرمجة استخدام لغةنجد ب ،تؤثر عمى العمومية والتي لا
),(لممصفوفة  vuR :تعطى كالآتي 

{0.980495, 0.888388, 0.79922, 0.79922} 

{0.544651, 0.544651, 0.39277, 0.000228577} 
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 لمصفوفة الاستقرار يحقق المتراجحة  وبالتالي فإن نصف القطر الطيفي جميعيا داخل قرص الواحدةتقع  و
1||)),((  jMaxvuR  حيث ،j=1,2,…,8)) . 

 :ينتج لدينا أن مما تقدموىكذا 
0||||.0||||.||),(|||||| 00 





YYvuRLimYLim k

kk
k 

 أن الطريقة المقترحة مستقرة . (4)و (3)يننستنتج بحسب التعريف
),(دالة الاستقرار تخدم تسكما و       vuR  المتحولين الحقيقيين  وفق العدديةفي تحديد منطقة الاستقرار لمطريقة

bhvahu   التي ترسميا دالة الاستقرار التي تحقق المتراجحة: 0pqىي المنطقة من المستوي و  ,
1||),(||),(  vuRvu 

عندما تتحول  uv , . 
معظم الجزء  وتغطي ذه المنطقةىوتشمل  ممة،ظوىي المنطقة الم العددية ( منطقة الاستقرار لمطريقة2في الشكل)  نرسم

 جداً. واسعةلمطريقة  رأن منطقة الاستقرا عمى، وىذا يدل الأيسر من المستوي

 
 

 . هي انمنطقت انمظههتو نعذديتنهطريقت اانعذديت بمتوسط انمربعاث (: منطقت الاستقرار 1انشكم)

 

لوسطاء التجميع لأنيا حددت أوسع منطقة من  h1=0.75 ،h2=0.85  ،h3=0.95   : تم اختيار القيم الآتيةملاحظت
 الاستقرار لمتقنية العددية وسينعكس ىذا إيجابا عمى دقة النتائج العددية.

  Estimation of Mean-Square Error بمتوسط المربعات تقدير الخطأ 5
إنيا  hالمحسوبة بطريقة عددية وبطول خطوة  k=1,2,…,n، {Sk}: يقال عن متتالية الحل التقريبي [10](4تعريف)
 بحيث يتحقق لدينا:  hمستقل عن طول الخطوة  Cمتوسط المربعات إذا وجد ثابت موجب ب pمن المرتبة متقاربة 
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 .tk=khىو الحل التقريبي عند  Skحيث 
)(]0,[بفرض أن         5 TCtX   وأنSk(t)  ( في 3بتطبيق التقريب الشرائحي )و . المقترحة التقريبىي دالة

)()(أن  بحيث ،(6)-(5) نقاط التجميع
jj

k zkzk tXtS    00و XS ،  نحصل عمى صيغة الخطأ المقتطع
 :( كالآتي1لمطريقة مطبقة لنموذج الاختبار ) الموضعي
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 :متجية الخطأ الموضعي نحصل عمى ،(19) في (14العلاقة )ب المعطاة تعويض متجية المجاىيلبو 
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 ينتج لدينا: (20)والتعويض في  ktحول  X(t)وباستخدام منشور تايمور لمدالة 
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 ثابت موجب يعطى بالشكل: حيث 
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 .h1=0.75 ،h2=0.85  ،h3=0.95 كالآتي وسطاء التجميعلالمعيارية  قيمالتم استخدام 
المطبقة  العدديةلمطريقة  الرابعةرتبة ممن ال tk عندبمتوسط المربعات  الخطأ الموضعي( أن 21نلاحظ من العلاقة )

 خطوة وبالتالي فان : nمن أجل  يقدر [T,0]مجال الحل عند نياية  الخطأ الشامل، وأما لنموذج الاختبار
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)(|})(,|2,1,...,{ حٍث 44 nkhOMaxhO k . 



 محمود، الوسوف، أسعد                                         العشوائية المتأخرة المعادلات التفاضميةمحاكاة عددية لحل جمل من 
 

 

journal.tishreen.edu.sy                                                     Print ISSN: 2079-3057  , Online ISSN:2663-4252 

77 

 .7/2 رتبةممن  متقاربة بمتوسط المربعاتتكون  المقترحة العددية( أن الطريقة 4نجد بحسب التعريف) نتيجةفي ال
  Numerical Simulation Results:العددية نتائج المحاكاة 

القياسية المحمولة في ختبار لبعض مسائل الا بتطبيقيا لمحاكاة الحل التقنية العددية المقترحةفعالية ختبر ن          
 مطريقةالدقة والاستقرار العددي لتوضيح ول .تينخطيغير  والثالثة الأولى خطية والثانيةالمسألة ، [2,5,9]مراجع مختمفة 

  المقترحة تمت مقارنة النتائج التي توصمنا إلييا مع نتائج لطرائق أخرى نأتي عمى ذكرىا لاحقاً.
 .[2]: قانونالعند نياية مجال الحل باستخدام القوي في الحل العددي بمتوسط المربعات يحسب الخطأ 

2/1

2/
1

2|),(),(|
1 )()(

, 







 



i

k

i

k

m

Th WTXWTX
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i)(حيث ترمز 

kW  لعممية وينر رقمi  وترمز m .لعدد المسارات 
 كاَتً: ]5[لنأخز المسألت الأولى خطٍت مع ضجٍج إضافً  :1ةلسأالم

)()]1()([)]1()([)( 321 tdWtXtXdttbXtaXtdX    
 مع دالة التأخير الابتدائية:

]0,1[,1)(  tttX  

321حيث  ,,  يضجيج إضافي، ويعطى الحل التحميمي العشوائي كالآت: 

 

t

sdWatat
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b
t

a

b

a

b
attX

0

122
)()exp()exp()1)(exp()(   

2,1.0,0,0,1من الوسطاء الحالة الأولى: حالتينوفق نحل المسألة  31  ab الحالة الثانيةو 

9.0,1.0,0,0,1.0 31  ab 6,5,2,...,9 أطواليا و خطوات مختمفة   kdt k 
ونرسم في  .(2الشكل)، موضحا في  n=107من أجل ، [0,1]المجال  فيالمنفصمة  وينرعممية مسار محاكاة تمت و  

بمتوسط لأخطاء ا (1ندرج في الجدول)( محاكاة الحل العددي بالطريقة المقترحة لممطابقة مع الحل التحميمي. 3الشكل)
 والمقارنة مع طريقة ليجندر الطيفية وطريقة وتشيبتشيف الطيفية مطريقة المقترحةلالمربعات في الحل العددي 

  .[5]في المرجع  
 

 
 نقطت. n=120لأجم  [0,1](: تونيذ عمهيت وينر انعشوائيت في انمجال انزمني 2انشكم)
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 طرائق أخرىمع باستخدام الطريقة المقترحة في الحل العددي  بمتوسط المربعات : مقارنة الأخطاء1الجدول
نقاط 

 غاوص
 طريقتنا المقترحة [5]طريقة تشبتشيف الطيفية [5]طريقة ليجندر الطيفية 

 الحالت الأولى الحالت الثانٍت الحالت الأولى الحالت الثانٍت الحالت الأولى الحالت الثانٍت
3 0.0014 1.0983 E-04 4.38 E-02 3.1 E-03 0.000187856 486009 E-5 
4 0.9635 E-03 2.1393 E-05 3.24 E-02 1.7349 E-05 5.63504 E-05 1.45803 E-5 
5 3.9558 E-04 3.3902 E-06 5.7 E-03 5.5209 E-06 1.69051 E-05 2.37408 E -6 
6 1.0095 E-04 4.5807 E-07 5.5 E-03 5.600 E-03 1.52146 E-06 3.93667 E-7 
7 1.9067 E-05 6.1999 E-08 9.1 E-03 2.2626 E-05 4.56438 E-07 1.31222 E-8 

 

 
 

 نقطت. n=120لأجم  [0,1]انحم انذقيق في انمجال انزمني  انتقريبي معانحم محاكاة (: 3انشكم)

 

  ]9[الخطية الآتية: غير المعادلة التفاضمية العشوائية الثانيلنأخذ في اختبارنا  :2ةلسأالم
]2,0[),()()]1()()(2[)( 23  ttdWtXdttXtXtXtdX  

 مع الشرط الابتدائي

 X(t) = 1, ]0,1[t        

 (5ونرسم في الشكل) نقطة. n=256لأجل  [0,2]في المجال الزمني  وينرعممية مسار محاكاة  (4الشكل)نرسم في 
بخطىة   [0,2]بالطشٌقت المقتشحت فً المجال الزمنً  4محاكاة عذدٌت لحل المسألت

82h . ( 2الجدول)ندرج في
 [9] في Thetaطريقة  الأخطاء في الحل العددي بالطريقة المقترحة والمقارنات معمعدلات أكبر نتائج مقارنات 

7,6,2,...10 باستخدام الخطوات   kdt k. 
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n=2لأجم  [0,2]عمهيت وينر انعشوائيت في انمجال انزمني  محاكاة(: 4انشكم)
8

 نقطت. 

 

 
 : مقارنة معدلات الأخطاء باستخدام الطريقة المقترحة مع طرائق أخرى .2الجدول

102h 92h 82h 72h 
62h  اسم الطريقة 

 الطشٌقت المقتشحت 0.00407889 0.0021781 0.0011631 0.0006211 0.0003316

 Theta [9] طشٌقت 0.0056293 0.0037120 0.0024775 0.0017213 0.0011661

 
 

 

 
 بخطوة  [0,2]في انمجال انزمني بانطريقت انمقترحت  4عذديت نحم انمسأنت محاكاة(: 5انشكم)

82h. 

 

  ]2[الآتية: Stratonovichوفق صيغة المعادلة التفاضمية العشوائية غير الخطية  اً لنأخذ أخير  :3ةلسأالم
],,0(),(])())([sin()](2)(2[)( TttdWtXtXdttXtXtdX    

 ة:الابتدائي دالة التأخيرمع 

]0,[,)(   tttX 
محاكاة  (7ونرسم في الشكل) .n=512لأجل  [0,1]في المجال الزمني  وينرعممية محاكاة مسار  (6الشكل)نرسم في 

بخطىة  [0,1]فً المجال الزمنً  بطشٌقتنا 8عذدٌت لحل المسألت
92h ، نتائج محاكاة  (9)-(8) الشكمين في  نرسمو
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مطريقة التقارب لالقوية ومرتبة ( نتائج مقارنات الأخطاء 3الجدول)في  نمخص الأخطاء القوية في الحل العددي.
7,6,2,...10 باستخدام الخطوات   kdt k في والتصحيح التنبؤ وطريقة الوسطى النقطة طريقة والمقارنات مع 

987 باستخدام تجزئة الحل التقريبي في الخطأ القوي  نستخدم صيغة .[2] 2,2,2n :بالشكل 
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)( كما وٌعطى معذل التقاسب القىي بالعلاقت:
22 n

n

Es

Es
LogRate 

 
. 

 

n=2(: محاكاة عمهيت وينر انعشوائيت  لأجم 6انشكم)
9

 نقطت. 

 

 
بانطريقت انمقترحت بخطوة   3(: محاكاة عذديت نحم انمسأنت7انشكم)

92h. 

 في الحل العددي باستخدام الطريقة المقترحة وطرائق أخرىالقوية ومرتبة الطريقة : مقارنة الأخطاء 3الجدول

h 

 طريقتنا المقترحة [2]طريقة النقطة الوسطى [2] التنبؤ والتصحيحطريقة 

 مشتبت التقاسب
 الخطأ القىي

Thρ , 
 مشتبت التقاسب

 الخطأ القىي

Thρ , 
Thρ الخطأ القىي مشتبت التقاسب , 

72  0.44 1.252E-02 0.45 1.263E-02 1.0878 1.65409 E-3 
82  0.51 9.219E-03 0.51 9.246E-03 1.1635 7.45803 E-4 
92  0.49 6.462E-03 0.48 6.471E-03 1.0690 2.30861 E -4 
102  Non 4.617E-03 Non 4.627E-03 1.3521 1.08623 E-4 

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.2

0.2

0.4

Wi وينر عملية

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.4

0.6

0.8

1.0

المقترحة طريقتنا
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نهخطأ انقوي (: محاكاة 8انشكم)
nEs بتجزئتبانطريقت انمقترحت  3همسأنتانعذدي ن نحمفي ا

72n. 

 

 

(: محاكاة نهخطأ انقوي 9انشكم)
nEs 2

بانطريقت انمقترحت بتجزئت 3في انحم انعذدي نهمسأنت 
8

22 n. 

 

 

 والتوصيات: الاستنتاجات
الخطية وغير الخطية المتأخرة المعادلات التفاضمية العشوائية النماذج من بعض محاكاة عددية لحمول  قُدِمتْ       

عند تطبيق التقنية و   نقاط تجميع، أربع تقريبية من الدرجة الرابعة مع تقنية عددية اعتمدت عمى كثيرات حدودباستخدام 
نجحت قد و الثالثة  تزيد عن من مرتبةقاربة بمتوسط المربعات ومتبقوة عمى مسألة اختبار من نفس النمط كانت مستقرة 

نتائج المقارنات تشير  وكذلك، (9)-(2في الأشكال) الرسومات البيانية كما توضحإلى حد كبير التحميمي تقميد الحل في 
بمقارنتيا مع طريقتي  قدمت نتائج جديرة بالاىتمام( إلى أن الطريقة المقترحة 3)-(1الجداول )في لمعدلات الأخطاء 

طريقتي النقطة الوسطى و التنبؤ والتصحيح  ، و[9] في Thetaوطريقة  ،[5]ليجندر وتشيبتشيف الطيفيتين في المرجع 
 .[2]في المرجع

 حل المسألة الأولى:  العددية المقترحة لمحاكاةتطبيق الطريقة  :Mathematica11 بمغة حاسوبي برنامج 
Clear[f, X, x, T, t, h1, h2, h3,  c, r, n, Spl, W, z, a, b]; 

m = IntegerPart[2^7]; 

T = 1.0; n = m;  dt = (T)/(n); h = dt; 

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.0002

0.0004
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0.0008

0.0010

القوي الخطأ

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.00005

0.00010

0.00015

0.00020

0.00025

0.00030

0.00035

القوي الخطأ
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a = -0.9; b = 0.1; b1 = 1.; b2 = 0; b3 = 0; 

For[i = 0, i <= m, X[-m + i] = 1 + (-m + i) h; i++] 

W[0] = 0; 

dW[1] = Sqrt[dt]*RandomReal[{-1, 1}]; 

W[1] = W[0] + dW[1]; 

For[i = 2, i <= n + 1, 

 dW[i] = Sqrt[dt]*RandomReal[{-1, 1}]; 

 W[i] = W[i - 1] + dW[i];   i++] 

i = 1; X[0] = 1; 

Ex[t_] = (1 + b/a^2) Exp[a h t] - (b/a) h t - b/a^2 +  

   b1 Exp[a h t] Sum[Exp[-a s h]*(W[s + 1] - W[s]), {s, 0, t - 1}]; 

X0 = X[0]; X[1] = Ex[1]; 

For[i = 2, i <= n, t = (i) dt;  X[i] = Ex[i];    i++] 

ListPlot[Table[{i dt, W[i]}, {i, 0, n}], Joined -> True, Mesh -> All, 

  PlotLabel -> "Wi Wiener process ", 

 PlotStyle -> {Black, PointSize[0.01]},  

 AxesStyle -> Directive[Thickness[0.004], 12]] 

Exact = ListPlot[Table[{i dt, X[i]}, {i, 0, n}], Joined -> True,  

  Mesh -> All, PlotLabel -> "Exact Solution"] 

h1 = 0.75; h2 = 0.85; h3 = 0.95; z[1] = h1; z[2] = h2; z[3] = h3; z[4] = 1; 

Off[LinearSolve::luc]; 

For [r = 1, r <= n , 

 For [i = 1, i <= 4 , i++,    x = z[i]*dt;  t = x + dt*(r - 1); 

  f[i] = a*dt*X0 +  b*dt*X[-m + r - 1] + (b1 + b2*X0 + b3*X[-m + r - 1])*(W[r] -  W[r - 1]); 

  ja[i, 1] = dt*(1 - a*x) - b*x*(W[r] - W[r - 1]); 

       ja[i, 2] = dt*(x - a*x^2/2) - b*x^2/2*(W[r] - W[r - 1]); 

       ja[i, 3] = dt*(x^2/2 - a*x^3/6) - b*x^3/6*(W[r] - W[r - 1]); 

       ja[i, 4] = dt*(x^3/6 - a*x^4/24) - b*x^4/24*(W[r] - W[r - 1]); 

       ]; 

 c = LinearSolve[{ 

    {ja[1, 1], ja[1, 2], ja[1, 3], ja[1, 4]}, 

    {ja[2, 1], ja[2, 2], ja[2, 3], ja[2, 4]}, 

    {ja[3, 1], ja[3, 2], ja[3, 3], ja[3, 4]}, 

    {ja[4, 1], ja[4, 2], ja[4, 3], ja[4, 4]} }, 

   {f[1], f[2], f[3], f[4]}      ]; 

   x = z[4]*dt; 

 spl[r] = X0 + x*c[[1]] + x^2*c[[2]]/2 + x^3*c[[3]]/6 + x^4*c[[4]]/24; 

 t = x + dt*(r - 1); 

 X0 = X[r];      r++] 

a1 = ListPlot[Table[{i dt, spl[i]}, {i, 0, n}], Joined -> True,  

  Mesh -> All, PlotStyle -> {Black, PointSize[0.01]},  

  PlotMarkers -> {"*"}, AxesStyle -> Directive[Thickness[0.004], 12],  

  PlotLabel -> " The Approximate solution with Exact"] 

Show[a1, Exact] 

For[r = 0, r < n, t = dt*r; 

 Print["t", r, "=", t, "   ***Error=   ", spl[r] - X[r], 

  "   Sp(t", r , ")=", spl[r], "    Exact Xt=", X[r]], r++] 
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