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  زيمدوفيتش لمعادلة متنوعة دقيقة حمول إيجاد
 الثابتة الأمثال ذات المحافظ الكسري الاشتقاق معنى وفق
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 ممخّص  

 
 وفق الثابتة الأمثال ذات الكسرية الجزئية التفاضمية زيمدوفيتش لمعادلة صريحة دقيقة حمول إيجاد إلى البحث ىذا ييدف
 الأول التكامل وطريقة العادية التفاضمية ريكاتي معادلة تعويض طريقة باستخدام المحافظ، الكسري الاشتقاق معنى

 تبعاً  العقدية الدورية والمثمثية القطعية التحميمية الحمول من أنواع ثلاثة عمى الطريقتين ىاتين باستخدام نحصل. Fengلـ
 مختمفة نواعلأ جديدة حمول لإيجاد كبديل استخداميا ويمكن وموثوقتان فعالتان الطريقتين إن. كسرية وحمول للأمثال،

 .الرياضية الفيزياء في المطبقة الخطية غير الكسرية الجزئية التفاضمية المعادلات من
 
 تفاضمية معادلة – موجي تحويل – ريكاتي معادلة – الأول التكامل طريقة – زيمدوفيتش معادلة :مفتاحيةال كمماتال

 .المحافظ الكسري الاشتقاق – خطية غير كسرية جزئية
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  ABSTRACT    
 
This research aims to find explicit exact solutions for fractional partial differential 

Zeldovich equation with constant coefficients in the sense of conformable fractional 

derivative, by using the substitution Ricatti ordinary differential equation method and 

Feng's first integral method. These two methods give three types of analytical solutions, 

complex hyperbolic solutions, and complex trigonometric solutions and rational solutions 

according to the coefficients. The two methods are efficient and reliable, and its can be 

used as an alternative to establish new solutions of different types of fractional differential 

equations applied in mathematical physics.  
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 قدمةم
 دور أخذ الأخيرة القرون في أنو إلّا  عام، 033 عن يزيد ما إلى يرجع الكسري الاشتقاق مفيوم أن من الرغم عمى

 ذلك في بما المجالات مختمف في لو الواسعة التطبيق مساحة بسبب يزداد الكسري والتكامل الكسري التفاضمي الحساب
[. 3-1... ] الكيربائية والشبكات البصرية والألياف البلازما وفيزياء ارةالإش ومعالجة والاحتراق السكاني الانتشار مسألة

 مثل المقاييس من العديد وصف في كبيرة أىمية الصحيحة غير الاشتقاق مرتبة ذات النماذج أثبتت خاص وبشكل
 التفاضمية دلاتالمعا استقطبت الفائدة، ليذه ونتيجة. microscale  المجيري والمقياس nanoscale النانوي المقياس
 مثل الكسري للاشتقاق مختمفة تعريفات اقترحوا إذ الرياضيين، الباحثين من العديد اىتمام الخطية غير الكسرية الجزئية
 الكلاسيكية الخواص تحقق لا الكسرية المشتقات أنواع معظم لكن ،[13-4...] كابوتو وتعريف ليوفيل-ريمان تعريف

 [.11] المثال سبيل عمى انظر السمسمة، وقاعدة القسمة عدةوقا الجداء قاعدة مثل للاشتقاق
 بالمشتق يسمى ،[11] في وآخرون Khalil بواسطة الكسري لممشتق جديد تعريف تقديم الأخيرة الآونة في تم    

. أعلاه المذكورة لممشتق الكلاسيكية الخواص ويحقق conformable fractional derivative المحافظ الكسري
 الخطية، غير الفيزيائية الظواىر فيم في الكسرية الجزئية التفاضمية لممعادلات الدقيقة لمحمول الكبيرة ىميةالأ بسبب
 الكسري الاشتقاق تعريف وفق الكسرية الجزئية التفاضمية المعادلات لبعض دقيقة حمول تقديم الباحثين من العديد حاول

 دقيقة حمول لإيجاد المعادلة تعويض طريقة باستخدام[ 10] في 1313 عام في وآخرون Aminikhah قام إذ المحافظ،
 ذاتو العام في[ 11] فيKurt و Cenesiz قدم كما ، Regularized Long-Wave المنظمة الطويمة الموجة لمعادلة

 1314 عام في كذلك عقدي، كسري تحويل باستخدام التمغراف ومعادلة  advection-diffusion لمعادلة دقيقة حمول
 كودرياشوف طريقة باستخدام Benney-Luke لمعادلة دقيقة تحميمية حمول[ 12] في Nuruddeen و Ali عطىأ

 لمعادلة دورية وأخرى منعزلة موجة ذات حمول[ 13] في وآخرون Al-Shawaba قدم 1315 عام وفي. tanh وطريقة
KdV-ZK طريقة باستخدام (G'/G)، استخدم نفسو العام وفي Korkmaz طريقة[ 14] في وآخرون Sine-

Gordon صف من لمعادلات دقيقة حمول لإيجاد  Regularized Long-Wave ،ذاتو العام وفي[ 15] في قام كما 
Koyunlu لمعادلة السوليتون أحادية تبولوجية حمول بتقديم وآخرون Modified Equal Width ومعادلة Klein-

Gordon ، أما Zafar لمعادلة صريحة ونيةسوليت حمول قدموا فقد وأخرون Modified Equal Width باستخدام 
 التفاضمية المعادلات بعض بحل[ 13] فيTalaghani و Eslami قام 1316 عام وفي ،[16] في tanh طريقة

 حمول[ 11] في وآخرون Hafiz Uddin قدم العام ذات وفي التفاضمي، التحويل طريقة باستخدام الكسرية الجزئية
 استخدم 1313 عام في وأخيراً  ، (G'/G,1/G) طريقة باستخدام Regularized Long-Wave ادلةلمع دقيقة تحميمية

Tayyan و Sakkaزمرة طريقة[ 11] في Lie الكسرية الجزئية التفاضمية المعادلات من عدد لحل. 
 عمميو في  Zildovichالباحث إلى الصحيحة الاشتقاق مرتبة ذات الجزئية التفاضمية زيمدوفيتش معادلة تعود   

 :الآتي الشكل وتأخذ ،[10،11]

(1                                    )
2

2

2
(1 )

u u
u u

t x

 
  

 
 

يمثل إذ الاحتراق، عممية المعادلة ىذه وتصف ,u x t توليد الأيمن الطرف في الآخر الحد يمثل بينما ةالحرار  درجة 
 التفاضمية زيمدوفيتش معادلة ظيرت ثم ،[12] في واسع بشكل المعادلة ىذه ودرست الاحتراق، عن الناتجة الحرارة
 :الآتي الشكل وليا ،[13] في Korkmaz بحث في الثابتة الأمثال وذات الصحيحة الاشتقاق مرتبة ذات الجزئية
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(1                              )
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u u
p qu ru

t x

 
   

 
 

حيث ,u x t و المجيولة، الدالة ىيp و الانتقال معاملq وr النمو مسألة في ىاماً  دوراً  يمعبان خاصين معاممين 
 الجزئية التفاضمية Sine-Gordon معادلة مستخدماً  ليا عقدية حمول[ 14] في Korkmaz قدم إذ ،[14] كانيالس

 طريقة باستخدام لمزمن تابعة متحولة أمثال مع لكن المعادلة ليذه حمول بتقديم[ 15] في Injrou وقام مساعدة، كمعادلة
tanh، الآتي الشكل فيأخذ الثابتة الالأمث ذات زيمدوفيتش معادلة من الكسري الشكل أما: 

(0                        )2 3

2 0, 0 1t xxT u p T u qu ru        
xو tT حيث T لممتحول بالنسبة المحافظ الكسري المشتق ىماx متحوللم وبالنسبةt الذي الترتيب، عمى 

1 وعندما لاحقاً، تعريفو سنستعرض  1 وعندما ،(1) الثابتة الأمثال ذات زيمدوفيتش معادلة عمى نحصل  و
1, 1, 1p q r    دقيقة حمول إيجاد مسألة البحث ىذا في سنتناول(. 1) زيمدوفيتش معادلة عمى نحصل 

 طريقة باستخدام( 0) الثابتة الأمثال وذات xوالمكان tلمزمن بالنسبة الكسرية الاشتقاق مرتبة ذات زيمدوفيتش لمعادلة
 المتغيرات عمى تحويل اجراء يتم إذ ،[16،03] في Heو Li قدميا التي العادية التفاضمية ريكاتي معادلة تعويض
 عمى الطريقة ىذه تعتمدو  صحيحة، اشتقاق مرتبة ذات عادية تفاضمية معادلة إلى الكسرية التفاضمية عادلةالم فتتحول

 سنستخدم كما. العادية التفاضمية ريكاتي لمعادلة حل متحوليا حدود ككثيرة الحل كتابة وعمى[ 01] التجانس موازنة مبدأ
 في فكرتيا وتتجمى منتشرة، موجة ذات حمول عن أيضاً  لطريقةا ىذه تبحث إذ ،[01] في Feng لـ الأول التكامل طريقة

 .القسمة مبرىنة باستخدام حدود كثيرات عن عبارة بأمثال أول تكامل بناء
 

 وأىدافو البحث أىمية
 الكسري المشتق تعريف وفق الكسرية الجزئية التفاضمية زيمدوفيتش لمعادلة دقيقة حمول إيجاد إلى البحث ىذا ييدف

 الأىمية في غاية البحث ىذا يعد الأول، والتكامل ريكاتي معادلة تعويض طريقتي باستخدام الثابتة الأمثال اتذ المحافظ
 وتفسير فيم في تساىم أن يمكن إذ الموجية، وغير الموجية الطبيعة ذات الحمول من متنوعة مجموعة من يقدمو لما

 .النانوية أو المجيرية ييسالمقا ذات خاص وبشكل الخطية غير الفيزيائية الظواىر بعض
 

 ومواده البحث طرائق
 فإن لذلك الكسرية، التفاضمية المعادلات مجال في خاص وبشكل النظرية الرياضيات اختصاص تحت البحث ىذا يندرج

 غير الكسرية الجزئية التفاضمية المعادلات حل طرائق عمى أساسي بشكل تعتمد ىنا، المستخدمة الرياضية التقنيات
 .الصيغية الرياضية الحسابات وبرامج الخطية غير الجبرية المعادلات جمل وحل الخطية
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 :والمناقشة لنتائجا
 أساسية ومفاىيم تعاريف -1

 [:11] المحافظ الكسري المشتق تعريف
,0]:أن بفرض )f   المشتق يعرّف عندئذ لممفاضمة، قابل يكون أن الضروري من ليس لكن مستمر، تابع 

 :الآتية بالعلاقة المرتبة من fلمتابع المحافظ الكسري

(1                      )   1

0
( )( ) lim ,

f t t f t
T f t














 
 

0tكانت أياً   و 0,1  .كان إذاf تابع- ما مجال في لممفاضمة قابل 0,a 0معa  والنياية
( )

0
lim ( )
t

f t


)عندئذ موجودة،  ) ( )

0
(0) lim ( )

t
f f t 


. 

 [:11( ]1) مبرىنة
0t ما نقطة في لممفاضمة قابمين - تابعين gو fو [0,1)من ليكن ،   عندئذ: 
) فإن حقيقيين، عددين bو aكان أياً ( 1 ) ( ) ( )T af bg aT f bT g    ، 
) فإن حقيقياً، عدداً  كان أياً ( 1 )T t t  

  ، 
)لدينا ،ثابت كل أجل من( 0 ) 0T  ، 
1 )( . ) ( )( ) ( )T f g fT g t gT f   ، 

2 )
2

( ) ( )gT f fT gf
T

g g

 


  
 

 
، 

)1فإن لممفاضمة، قابل تابع fكان إذا( 3 )( ) ( )
df

T f t t t
dt





. 

 [:33( ]1) مبرىنة
,0]:ليكن )f   وأيضاً  لممفاضمة قابل تابع - وليكن لممفاضمة، قابلg الفعمي المستقر في معرف تابع 

 :عندئذ   ضمة،لممفا قابل وأيضاً  f لمتابع
(2                          ) 1( )( ) ( ). ( )tT f g t t g t f g t



   
 [:12،33] العادية التفاضمية ريكاتي معادلة تعويض طريقة

 :الآتية بالخطوات ةالطريق ىذه تتمخص
 :الآتي الموجة متحول نستخدم -1

(3                                    ); 0
kx wt 

 



  

 :لدينا وبالتالي
(4                                    )( , ) ( )u x t u  

k,حيث w صفريين غير ثابتين. 
 :الخطية غير الكسرية الجزئية التفاضمية المعادلة تتحول -1
(5                            ) 2, , , ,... 0, 0 1t x xxF u T u T u T u      
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 :عادية تفاضمية معادلة إلى 
(6                                    ) , , ,... 0Q u u u   

)حيث )
du

u
d




 . 

 :الشكل من حلاً ( 6) لممعادلة أن نفرض -0

(13                                       )
0

( )
n

j

j

j

u a 


 

j...,0,1,2أجل من ،jaحيث ، و لاحقاً  تحدد عددية ثوابتn مرتبة أعمى بموازنة يحدد موجب صحيح عدد 
)و ،(6) المعادلة في خطي غير حد درجة أعمى مع اشتقاق )   الآتية التفاضمية ريكاتي معادلة يحقق: 

(11          )                             2     
 [:01] الآتي بالشكل المعادلة ىذه حمول تعطى. عددي ثابتحيث

(11                            )

 

 

 

 

tanh ; 0

coth ; 0

( ) tan ; 0

cot ; 0

1
; 0

  

  

    

  


 


   

   



 

 


  

 

 .عددي ثابت حيث
 بـ حدود كثيرة عمى نحصل ،(6) المعادلة في ،(11) الاعتبار بعين الأخذ مع ،(13) بتعويض ثم nبتعيين -1

أجل من ،jaلممجاىيل خطية غير جبرية معادلات جممة عمى نحصل لمصفر، مساوية وجعميا قوى أمثال وبتجميع
0,1,2,...,j n و,k w. 

 من ،jaعمى نحصل ،Mathematica أو Maple مثل غيةصي رياضية برامج باستخدام الجبرية الجممة ىذه بحل -2
j,...,0,1,2أجل n و,k w، حل عمى نحصل( 3) وباستخدام( 13) في ثم( 11) المعادلة حل في وبتعويضيا 

 .صريح بشكل( 5) المعادلة
 Feng  [31:]لـ الأول التكامل طريقة

( 6) لممعادلة أن نفرض(. 6) الشكل من عادية تفاضمية معادلة إلى( 5) المعادلة حولن( 3) الموجي التحويل باستخدام
 :الشكل من حلاً 

(10                                       )( ) ( )u X  
)جديد مستقل متحول نأخذ ثم ) ( )Y X ، معادلتين جممة عمى نحصل وبالتالي: 

(11                           )        
 

( ) ( )

( ) ( ), ( )

X Y

Y G X Y
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 عمى المعتمدة Cعقدية منطقة في متحولين أجل من القسمة مبرىنة باستخدام أنو ىي الطريقة ليذه الأساسية الفكرة
 لمجممة واحد أول تكامل عمى الحصول يمكننا ،[02] في Hilbert-Nullstellensatz نولستيمنساتز-ىمبرت مبرىنة

( 10) في وبالتعويض وبحميا الأولى، المرتبة من عادية تفاضمية معادلة إلى تؤول( 6) المعادلة يجعل بدوره الذي( 11)
 .الصريح بالشكل( 5) لممعادلة الدقيق الحل عمى نحصل الأصمية المتحولات إلى والعودة
 [33: ]القسمة مبرىنة
)أن بفرض , )P x y و( , )R x y في حدود كثيرتا[ , ]x y، و( , )P x y في للاختزال قابمة غير[ , ]x y

)كانت إذا.  , )R x y أصفار كل عند تنعدم( , )P x y، حدود كثيرة توجد عندئذ( , )H x y في[ , ]x y 
 :أن وتحقق

(12                           )( , ) ( , ). ( , )R x y P x y H x y 
 :ريكاتي معادلة تعويض طريقة باستخدام الكسرية التفاضمية زيمدوفيتش لمعادلة دقيقة حمول إيجاد -1

 المشقات تصبح ،(1)و( 1) المبرىنتين الاعتبار بعين الأخذ مع( 3) بالعلاقة المعطى الموجي المتحول باستخدام
 :الآتي بالشكل

(13                                   )
t

du
T u w

d



 

(14                                  )
2

2

2 2xx

d u
T u k

d



    

 :الآتي بالشكل( 0) الكسرية الجزئية التفاضمية المعادلة تصبح بالتالي

(15                              )
2

2 2 3

2
0

du d u
w k p qu ru

d d 
    

 بين والموازنة( 15) في( 13) وبتعويض ،(13) الشكل من حل( 15) لممعادلة أن بفرض. عادية تفاضمية معادلة وىي

مشتق أعمى مرتبة
2

2

d u

d
 :عمى نحصل ،3uالخطي غير الحد ودرجة 

(16                                )2 3n   
1nومنو ، الآتي بالشكل يكتب( 13) الحل فإن بالتالي: 

(13                                )0 1( )u a a   
 جممة عمى نحصل لمصفر، مساوية وجعميا قوى أمثال وتجميع( 15) المعادلة في( 11) مع( 13) بتعويض

 :kو wو 1aو 0aبالمجاىيل الآتية الخطية غير الجبرية المعادلات
(11                               )         0 2 3

1 0 0: 0wa qa ra     
(11                            )1 2 2

1 0 1 0 1: 2 3 0k pa qa a ra a     
(10                              )       2 2 2

1 1 1 0: 3 0wa qa ra a    
(11                                )             3 2 3

1 1: 2 0pk a ra   
 :الآتية الحالات عمى نحصل ،Maple13 برنامج باستخدام الخطية غير الجبرية الجممة ىذه لوبح
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كان إذا (:1) حالة
2

0 1

1 2 1 1 1
, , ,

4 4 2 2

q q q q
k w a a

rr p r r  

  
    

 
 بالتالي ،

 (:0) لممعادلة دقيق حل عمى نحصل( 13) العلاقة في ثم( 11)و( 3) في بالتعويض

(12    )

2

2

2

2

1 2
tanh ; 0

4

1 2
coth ; 0

41 1
( , )

2 2 1 2
tan ; 0

4

1 2
cot ; 0

4

i qx q t

rrp

i qx q t

rrpq q
u x t

r r qx iq t
i

rrp

qx iq t
i

rrp

 

 

 

 













   
          


  
       

     
  

  
       

    


  
      

   

 

كان إذا (:1) حالة
2

0 1

1 2 1 1 1
, , ,

4 4 2 2

q q q q
k w a a

rr p r r  


    

 
 بالتعويض بالتالي ،

 (:0) لممعادلة دقيق حل عمى نحصل( 13) العلاقة في ثم( 11)و( 3) في

(13     )

2

2

2

2

1 2
tanh ; 0

4

1 2
coth ; 0

41 1
( , )

2 2 1 2
tan ; 0

4

1 2
cot ; 0

4

i qx q t

rrp

i qx q t

rrpq q
u x t

r r qx iq t
i

rrp

qx iq t
i

rrp

 

 

 

 













   
          


  
       

     
  

  
       

    


  
      

   

 

0كان إذا ، 1عمى فنحصل

1 0 1 1

2
, , 0,

i pra
k w qa a a a

p
     ، ( 3) في بالتعويض وبالتالي

 (: 0) لممعادلة دقيق حل عمى نحصل( 13) قةالعلا في ثم( 11)و
(14                          )1

1
1

( , )
2

a
u x t

i pra
x qa t

p

 







  

 

 :Fengلـ الأول التكامل طريقة باستخدام الكسرية فاضميةالت زيمدوفيتش لمعادلة دقيقة حمول إيجاد -3
 كما المشتقات تصبح ،(1)و( 1) المبرىنتين الاعتبار بعين الأخذ مع( 3) بالعلاقة المعطى الموجي المتحول باستخدام

 لمعادلةا عمى نحصل ،(0) المعادلة في بالتعويض وبالتالي السابقة، الفقرة في ريكاتي معادلة تعويض طريقة حالة في
جديد مستقل متحول نأخذ ثم ،(10) بالشكل يكتب( 15) المعادلة حل أن لنفرض(. 15) العادية التفاضمية
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( ) ( )Y X ، الاعتبار بعين الأخذ مع( 15) المعادلة في( 10) تعويضب وبالتالي( ) ( )Y X ، 
 :الآتية التفاضمية الجممة عمى نحصل

(15             )2 3

2 2 2

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

X Y

w q r
Y Y X X

pk pk pk

 

   

 


   

 

)أن نفترض الأول التكامل طريقة وحسب )X  و( )Y  و( 15) لمجممة بدييية غير حمول

 
0

, ( )
m

j

j

j

Q X Y a X Y


 ما عقدية منطقة في للاختزال قابمة غير حدود كثيرةC، أن وتحقق: 

(16                  ) 
0

( ), ( ) ( ( )) ( ) 0
m

j

j

j

Q X Y a X Y   


  

)تمثل حيث )ja X، 0,1,2أجل من,...,j m لـ حدود كثيراتX مع( ) 0ma X ، يوجد القسمة مبرىنة وحسب 
)حدود كثيرة ) ( )g X h X Y عقدية منطقة فيC أن تحقق: 

(03           ) 
0

. . ( ) ( ) ( )
m

j

j

j

dQ dQ dX dQ dY
g X h X Y a X Y

d dX d dY d   

     

1mأن بفرض ، أن نجد: 
(01                 )          0 1, ( ) ( )Q X Y a X a X Y  

 الطرفين من Yقوى أمثال بمساواة ثم ،(15) الجممة في الثانية المعادلة مراعاة مع( 03) في( 01) بتعويض بالتالي
 :عمى نحصل

(01                                  )              2

1 1: ( ) ( ) ( )Y a X a X h X  

(00          )1

0 1 1 02
: ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

w
Y a X a X a X g X a X h X

pk
    

(01               )0 2 3

1 02 2
: ( ) ( ) ( )

q r
Y a X X X a X g X

pk pk

 
   
 

 

)أن وبما )ja X، 0,1أجل منj  1أن جنستنت( 01) المعادلة من لذلك حدود، كثيرات تمثل( )a X ثابتة حدود كثيرة 
)و ) 0h X ، 1نأخذ التبسيط وبيدف( ) 1a X ، درجة بموازنة( 01) مراعاة ومع( 00) المعادلة ومن( )g X و

0 ( )a X، أن نجدdeg( ( )) 1g X ، أن لنفرض بالتالي: 
(02                     )0 1 1( ) ; 0g X A A X A   

)كون مراعاة ومع( 00) في وبالتعويض ) 0h X  1و( ) 1a X ، عمى نحصل وبالمكاممة: 

(03                     )21
0 0 0 2
( )

2

Aw
a X B A X X

pk

 
    

 
 

)من كل بتعويض. مكاممة ثابت 0Bحيث )g X و( )h X 1و( )a X 0و ( )a X أمثال وجعل( 01) المعادلة في 
 :الآتية الخطية غير الجبرية المعادلات جممة عمى نحصل لمصفر، مساوية Xقوى

(04                                                       )0

0 0: 0X A B  
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(05                                )1

0 0 1 02
: 0

w
X A A A B

k p

 
   

 
 

(06                       )2 0 1
1 0 2 2

: 0
2

A A w q
X A A

k p k p

 
    

 
 

(13                     )                             
2

3 1

2
: 0

2

A r
X

k p
  

 :عمى نحصل ،Maple13 برنامج باستخدام الخطية غير الجبرية الجممة ىذه وبحل

0 0 1 2

2
0 , 0 , ,

2

qpk r
B A w A

pkpr


    


 

 :عمى نحصل ،(03) في بالتعويض

(11                     )2

0 2

1 2
( )

22

q r
a X X X

pkpr k


 


 

1mأن الاعتبار بعين الأخذ مع ،(16) في( 11) بتعويض ، عمى نحصل: 

(11                  )2

0 2

1 2
( )

22

dX q r
a X X X

d pkpr k


   


 

2الشكل من ريكاتي معادلة وىي

0 1 2X b b X b X    2حيث حموليا تعطى 0b  [:03] يأتي كما 
2كان إذا( 1

1 2 04 0b b b    

(10)                

0
1 0

2

0

1 0

2

1 0

2

ln1
tanh ; 0

2 2 2

ln1
( ) coth ; 0

2 2 2

1
; 0

2

b
b

X b
b

b
b

 
 

 
  

 

    
       

    


    
        

    
 

    
 



 

2كان إذا( 1

1 2 04 0b b b    

(11                            )
1 0

2

1 0

2

1
tan

2 2
( )

1
cot

2 2

b
b

X

b
b

 



 

    
      

    
 

    
      

   

 

2كان إذا( 0

1 2 04 0b b b    

(12                                         )1

2 2 0

1
( )

2

b
X

b b


 


 


 

1و ثابت، 0حيث   . 
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0أن نجد بالمقارنة 1 2 2

1 2
0, ,

22

q r
b b b

pkpr k


   


 ،(10) في( 12) و( 11)و( 10) وبتعويض ،

 :الآتية الحالات وفق( 0) لممعادلة دقيق حل عمى نحصل

كان إذا :1 حالة
2

2
0

2

q

prk



0prكان إذا أي  ، الآتي بالشكل يكتب الدقيق الحل فإن: 

(13      )
 

2 2
2

0

0

2

2 2
2

0

0

2

2

0
2 2

2 21
; 0

2 2 ln1
tanh

2 22

2 21
( , ) ( ) ; 0

2 2 ln1
coth

2 22

1
; 0

2 2 2 2

q q

pk r pk rpk

r q

pk r

q q

pk r pk rpk
u x t u

r q

pk r

pk q q

r pk r pk r


 



 
 



 

 
  

  
      

    

 
  

  
        

    

 
   

     
























 

كان إذا :1 حالة
2

2
0

2

q

prk



0prكان إذا أي  ، الآتي بالشكل يكتب الدقيق الحل فإن: 

(14   )         

2 2
2

0
2

2 2
2

0
2

2 21

2 2 1
tan

2 2
( , ) ( )

2 21

2 2 1
cot

2 2

q q

pk r pk rpk

r q

pk r
u x t u

q q

pk r pk rpk

r q

pk r

 



 

  
   

  
       
   

   
  

      
        
  

  

 

كان إذا :3 حالة
2

2
0

2

q

prk



0qكان إذا أي  ، 1فإن 0b ، الآتي بالشكل الدقيق الحل يكتب وبالتالي: 

(15    )                    
02

1
( , ) ( )

1 2

2

u x t u
r

pk



 

  




 

 (.3) بالعلاقة المعطى الموجي المتحول حيث
كون حالة في[ 13] المرجع في التي تمك من عمومية أكثر حمولنا أن عمييا حصمنا التي الحمول ىذه خلال من نلاحظ

1 ، ىذه خلال من. عقدية حمول عمى أيضاً  حصمنا أننا إذ ،(1) الجزئية التفاضمية زيمدوفيتش معادلة حالة في أي 
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 نوع عمى حصمنا كما العقدية، المثمثية والحمول الحقيقية المثمثية الحمول من مختمفة أنواع عمى حصمنا أننا نجد الدراسة
 موجة ذو حل صفة تأخذ لا الحمول وىذه( 15)و( 14) العلاقتين في نجدىا إذ الكسرية، الحمول وىو الحمول من آخر

 . منتشرة
 

 :والتوصيات الاستنتاجات
. Fengلـ الأول التكامل وطريقة العادية التفاضمية ريكاتي معادلة تعويض طريقة طريقتين، البحث ىذا في استخدمنا

 معنى وفق الكسرية الخطية غير الجزئية التفاضمية المعادلات من النوع ىذا مثل لحل فعالتان الطريقتين بأن دناوج
 التحميمية الحمول من أنواع ثلاثة وتعطيان ومباشرتان الحسابية العمميات حيث من وبسيطتان المحافظ الكسري الاشتقاق

 بشكل وىي دورية مثمثية وأخرى قطعية حمول عمى باستخداميا صمناح إذ موجية، غير وأخرى منتشرة موجة ذات الدقيقة
 بحثنا إن. موجية طبيعة أي تأخذ لا كسرية حمول عمى حصمنا كما المعادلة، أمثال تأخذىا التي لمقيم تبعاً  عقدية عام
 يتم لم أنو إذ ظ،المحاف الكسري المشتق تعريف مع الكسرية الجزئية التفاضمية زيمدوفيتش معادلة يعالج بحث أول ىو

 غاية الموجي المتحول اختيار أن أيضاً  الدراسة بينت. الكسري الاشتقاق من النوع ىذا مع المعادلة ليذه سابقاً  التطرق
. صحيحة اشتقاق مرتبة ذات عادية تفاضمية معادلة إلى الكسرية التفاضمية المعادلة تحول لنا يضمن حتى الأىمية في

 أخيراً  نشير أن بنا يجدر. المعقدة الخطية غير الفيزيائية الظواىر بعض فيم عمى الباحثين لالحمو  ىذه تساعد بأن نأمل
  .Maple13 برنامج باستخدام تمت العمل بيذا المتعمقة الحسابات جميع أن إلى
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