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  ABSTRACT    
 

The use of dynamic mesh in solving the differential equations of flow helps avoid the use 

of the principle of flow reflection usually taken into account in the majority of the 

problems of fluid-structure interaction. However, the applications of this principle are 

limited. The use of this type of dynamic mesh leads to incorrect results that depend on 

many considerations, including the deformation of the finite elements and their 

inconsistency with the movement of the body, which causes instability in the numerical 

solution of the flow parameters.   

This research presents a contribution to determine the condition that guarantees the 

stability of the numerical solution as well as the conservation of the geometric element 

property (the condition of geometric conservation) when solving the flow equations of an 

incompressible Newtonian fluid using the finite element method after selecting a test 

function of the Galerkine type. A method to reset the coordinates of the mesh is also 

proposed. 
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نةاقان  على ستقررار اررمي  ي  واارزية  ارل  اررةضي  رياضللا  ررةض  يضع  الاشرط 
 شبك  لةنضيةكة 

 *نسترة  يليلل.  
 

 (3202 / 4 /24  رلنشر ي  ب  م   . 2023/  2/  91قضرةخ الإةلاع )
 

 يلوّص  
يسمح استخدام الشبكات الديناميكية عند الحل الرقمي لممعادلات التفاضمية الناظمة لمجريان بالاستغناء عن مبدأ 

غالببة الأبحاث التي تتناول التداخل الييدروديناميكي بين السفن  أو أي جسم انعكاس الجريان المستخدم عادة في 
، وغالباً ما يترافق استخدام ىذا النوع من الشبكات بنتائج والذي تطبيقاتو تعد محدودة  متحرك في سائل وىذا السائل

ه العناصر المنتيية وعدم موافقتيا لحركة الجسم الأمر الذي غير مرضية تتوقف عمى اعتبارات عديدة من بينيا تشو  
يسبب عدم استقرار في الحل الرقمي لبارامترات الجريان. يقدم ىذا البحث مساىمة في تحديد الشرط اللازم الذي يضمن 

معادلات  عمى التوازي استقرار الحل الرقمي والحفاظ عمى خاصية العنصر اليندسي )شرط الانحفاظ اليندسي( عند حل
مع  Galerkine جريان مائع نيوتوني غير قابل للانضغاط  بطريقة العناصر المنتيية بعد اختيار تابع تجريبي من نوع 

 اقتراح آلية لإعادة ضبط إحداثيات الشبكة.  
 

 ، معادلات نافييو ستوكس.مائع نيوتوني، شبكة ديناميكية، عناصر منتيية:  اركليض  اريفقضلة 
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 :يرلي 
لإدخال مفيوم الحركة في خوارزمية الحل الرقمي لمعادلات الجريان من الضروري إعادة ضبط الشبكة وفق الوضع 

 الجديد لمجسم من أجل ذلك توجد عدة طرائق نذكر منيا الآتي:الجديد خلال الزمن لتتوافق مع الوضع 
 :إعضلة يبط ارشبك  بضرلرك  على شك  كق  عنضصر

ة الشبكة حيث يمكن إزاح )المياه غير المحدودة مثلًا( د حركة جسم وحيد في وسطٍ لا متناهٍ تستخدم ىذه الطريقة عن
وبالتالي فإن كل عقدة من الشبكة تعتبر متصمة بشكل مباشر مع الجسم بحيث تخضع ككتمة متكاممة مع الجسم، 

وتخضع حدود المجال لنفس الحركة وفق المبدأ الأساسي في الديناميك، حركتيا لنفس شعاع الحركة لمجسم المحسوب 
 . [1]الانسحابية لمجسم وبالتالي لا يمكن أن تكون حركتيا مستقمة عن حركة الجسم

 :قشكة  ارشبك  ع  طرةق ارقررةح اررةضي إعضلة 
عند  تزداد قيمة ىذا العامل،   جسم بواسطة عامل ترجيح ة إلى التعبير عن خصائص حركة التيدف ىذه الطريق

عقد الشبكة التي ىي عمى تماس مع تأخذ . 1و  0عناصر الشبكة  القريبة من الجسم المتحرك بحيث تتراوح قيمتو بين 
، ويتم الحصول عمى قيمة العامل   بالنسبة 0تأخذ القيمة عقد الشبكة المنطبقة عمى حدود المجال ،  أما 1الرقم  الجسم

لممسافة بين  وفقاً باستيفاء رياضي  من ثم يتم توزيع  قيم ىذا العامل و  ، عن طريق حل معادلة لابلاسلمعقد الداخمية 
 .]2[ بكة الديناميكية في حال كان الجسم قابلا لمتشوه أثناء حركتوىذه الطريقة في توليد الشلا تستخدم  و ،العقد

  :إعضلة بنضء ارشبك  استقنضلا ريلضكضقيض  رلرك  ارناابض
بحيث يتم تمثيل كل عقدة  ما حركة شبكة العناصر المنتيية بحركة شبو ستاتيكية لجسمٍ  تيدف ىذه الطريقة إلى محاكاة

، ومن أجل تحسين أداء الشبكة والتحكم بالتشوىات الزاوية الحاصمة لعناصر (1كما ىو مبين في الشكل ) بنابض خطي
 . حركة بعض عناصر الشبكة بنابض فتلتم تمثيل  فقد سماح بإزاحات كبيرة لحدود المجالالشبكة وال

 
  [4] : يلضكضة يبلأ ارناابض ي  قارةل شبك  لةنضيةكة 1ارشك  

 
ؤدي في النياية إلى تشكيل الأمر الذي ي التوازن عند كل عقدة داخمية لمشبكةتتطمب نظرية النابض دراسة معادلات 

  .الشرط الحدي لإغلاق جممة المعادلات الجبرية وتمثلمعروفة فييا تكون إزاحة حدود المجال معادلات  جممة
جديدة مناسبة لحركة من مزايا ىذه الطريقة الحفاظ عمى مصفوفة تعريف ارتباط العناصر المنتيية مع توليد شبكة 

 . [4] [3]لك تبقى استخداماتيا محدودةالجسم ولكنيا صعبة البرمجة بالإضافة إلى الزمن الحسابي الطويل نسبياً لذ
 :أشبضه ارياالإعضلة بنضء ارشبك  استقنضلأ إرى نظرة  

الحصول عمى إزاحة العقد و  ،تيدف ىذه الطريقة إلى تمثيل شبكة العناصر المنتيية لمجريان بجسم لدن قابل لمتشوه
قام   .تخضع شبكة العناصر المنتيية لممعادلة الناظمة لعلاقة الإجياد بالانفعال للأجسام القابمة لمتشوهحيث  الداخمية
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تصر فعمياً مختخدام المبدأ العام ليذه الطريقة في توليد شبكة ديناميكية بزمن باسLefrancois  [6]الباحث الفرنسي 
ة لمشبك عاع الإزاحةش إيجادومن ثم  تيية بحجم كبير نسبياً تقسيم المجال الحسابي إلى عناصر منوذلك من خلال 
م عممية الاستيفاء الرياضي لإعادة توزيع العناصر الحقيقية لمشبكة الحقيقية العالية الكثافة ااستخدو  المنخفضة الكثافة

 .ضمن المجال الجديد بعد الإزاحة
 لم يتم استخداميا عمى مجال واسع في ولكن ،الشبكة الديناميكية من قبل العديد من الباحثينمبدأ عمى  الاعتمادتم 

استخدام الشبكات الديناميكية ف ،[7] حل مسائل الجريان في مجال الييدروليك البحري والنيريالتي تتناول  الأبحاث
إيجاد شرط الاستقرار الرقمي لحل  سيتم وفي ىذا البحث ،عمى مستوى الشكل اليندسي لمشبكة ىامةً  اً قيوديفرض 

للازم لتحقيق الانحفاظ اة وىو الشرط يفي شبكة ديناميك )تابع لمزمن( معادلات جريان مائع نيوتوني غير مستقر
 ب التذبذبات في قيم بارامترات الجريان.   اليندسي لعناصر الشبكة وتجن  

 
 أىية  اربلث اأىلايو:

يعد ىذا البحث بمثابة مساىمة عممية في حل معادلات الجريان لمائع غير قابل للانضغاط باستخدام شبكة ديناميكية 
 عمى مجالات ىندسية بحدود متحركة. 

حل مشكمة عدم استقرار الحل الرقمي عند استخدام شبكة ديناميكية في حل معادلات الجريان إلى البحث  يدفحيث ي
 .الأمر الذي يساعد في الاستغناء عن شرط انعكاس الجريان عند دراسة حركة الجريان حول الأجسام المتحركة لمموائع النيوتونية

 
 اربلث ايااله:طراعق 

البحث المنيج التحميمي الرياضي في دراسة جريان مائع نيوتوني باستخدام طريقة العناصر المنتيية، ومن ثم يعتمد ىذا 
ب ة مع تحديد الشرط اللازم لتجن  يإحداثيات شبكة العناصر المستخدمة في شبكة ديناميكاقتراح خوارزمية لتحديث 

 تذبذبات في حقل السرع لمجريان.  ال
 :لا  ررةض  يضع  نةاقان  غةر مضب  رلانيغضطلاريالة  اررةضي  رياض

 يمكن كتابة معادلات الجريان عمى شكل تفاضمي وفق العلاقة التالية:
(1)      ⃗⃗  

  
|
 

        ( 
   ⃗⃗      ̇       ⃗⃗     )     

 ر الإحداثيات المكانية.تغير بارامترات الجريان بتغي   تعب ر عنجريان لمحد الحمل  تمثل   Fcحيث إن: 
Fd .تمثل الحد الانتشاري لمجريان : 

   مرتبطة بحركة جزيء من المائع. لمتحويل بين الإحداثيات الديكارتية والإحداثيات Jacobian مصفوفة:      
الرواسب الترجيحية وذلك  ( باستخدام طريقة العناصر المنتيية ويتم ذلك بتطبيق نظرية1)لممعادلة  يتم الحل الرقمي

  [8]: عمى طول المجال المدروس التكاملومن ثم  Galerkineمن نوع  ⃗⃗   بضرب المعادلة بتابع تجريبي
(2) 

∫   ⃗⃗  [
     ⃗⃗  

  
|
 

           ⃗⃗      ̇ 
→ 

     ⃗⃗      ]
  

   

mUx حيث إن:


   سرعة الشبكة الديناميكية( المجالسرعة( . 
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      مع الأخذ بالاعتبار أنوذلك بيدف تخفيض درجة الاشتقاق نكامل بالتجزئة 

  
    [9]: 

(3) ∫   ⃗⃗   ⃗⃗    ∫   ⃗⃗    ( 
   ⃗⃗      ̇ 

→ 
     ⃗⃗     )

        

      

i=x, y   
 t n+1 و t n نكامل بين المحظتين الزمنيتين

(4)  
1 1

,

( )( ) ( )

( , , ) ( , ) 0.

n

n n n

t

c d

i i i

V tV t V t t

U UdV U UdV U F U x x F U x dVdt  
 

          

التي تضمن الحصول عمى حل مستقر و مجال التكامل لحدود ىذه المعادلة  قيم عمى تحديد (4)تعتمد حمول المعادلة 
كما ىو  أو في لحظة وسطية بينيما  t = t n+1 المحظة وفي  t = t n  في المحظةالعناصر المنتيية  ودقيق عمى شبكة

 .شبكة الديناميكيةتعمق باختيار سرعة الوكذلك الأمر فيما يالذي يمثل عنصر من الشبكة في حالة تشوه،  2الشكل  مبين في 

 
 عنصر ي  ارشبك  ي  لضر  قشاه: 2 ارشك 

 
∫الحل الرقمي المختار من أجل حساب الحد    ∫   ⃗⃗            

  

حد مع يحقق حالة الجريان المو   يجب أن        
 :*U=Uوبالتالي في جممة المعادلات الأخيرة يتم تعويض    U*=Constملاحظة أن 

 
(5) 

 
1 1

* * * *

,

( )( ) ( )

( , , ) ( , ) 0.

n

n n n

t

c d

i i i

V tV t V t t

U U dV U U dV U F U x x F U x dVdt  
 

          

 التابع، ولسيولة الحساببالتالي يمكن فرض أي قيمة ليذا تابع الترجيح  محققة ميما تكن قيمة (5) المعادلة ما أن  ب
 :كقيمة افتراضية عمى حدود المجال القيمة صفرتابع الترجيح )تابع الوزن( يُعطى 

.0)(

)(

*

, 
tV

ii dVUFU


 

 ( وفق الآتي:5تكتب المعادلة )
(6) 

1 1

* * *

,

( )( ) ( )

0.

n

n n n

t

i

V tV t V t t

U U dV U U dV U x U dVdt  
 

          

 وفق الشكل الآتي: (6المعادلة ) يمكن تبسيط
(7) 

1 1

,

( )( ) ( )

0

n

n n n

t

i

V tV t V t t

UdV UdV U xdVdt  
 

       

 لاغرانج العشوائي. -الانحفاظ اليندسي لصيغة الحل الرقمي بطريقة العناصر المنتيية وفق وصف اويمر شرطتمثل ىذه المعادلة 
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لتكامل الحد الأخير من ف إيجاد الصيغة الرياضية المناسبة دانطلاقاً من التحميل الرياضي الذي تم شرحو سابقاً وبي
 الآتي:( تم اقتراح التحميل 7المعادلة )
 بفرض أن:

(8) 
,

( )

( )
n

T

i i

V tt

G T U x dVdt   

 :التالي يمكن كتابة ىذه المعادلة عمى الشكل
(9) 

( ) ( )

( ) ( ( , )) ( ( , )) 
n

n

V T V t

G T U x T dVdt U x t dVdt      

 :( يمكن كتابة المعادلة التالية9و) )8) نمن المعادلتي
(10) 

,

( ) ( )

( )
( ) i

V T V T

dG T d
U dV U T dV

dT dT
    

التكامل الدقيق لمحد الصيغة المناسبة التي تسمح بحساب
( )nV t

UdV( والتي تحقق شرط الاستقرار 7لمعادلة )من ا

 اليندسي ىي تمك التي تسمح بالحساب الدقيق لمحد: 





)(

)(

1

TV

t

t

dVTU
dT

d
n

n


 

 [8]: بالعلاقة عطى التقريب العقدي لإحداثيات عنصر منتوٍ يُ ، الإحداثيات الديكارتية المعتمدةفي جممة 
 

)()(),(
4

1

txtx k

k

k






  ، 








),(

),(

yxx



 

 حيث إن:
kxإحداثيات عقد الشبكة :  

التي تربط العنصر  (Jacobian) مصفوفة التحويلتعطى يتم استخدام عنصر مرجعي وذلك لسيولة الحساب، و 
 وفق الآتي: ( , )بالعنصر المرجعي  (x,y)الحقيقي 

















































 k
k x

yx

yx

tJ








detdet)( 

 t n+1و    t n زمنيتينالمحظتين البفرض وجود إزاحة خطية لمعقد بين 

1)())(1()(  nn xtxttx


 

(t=t مع
n
)=0. , et (t=t

n+1
)=1 

 :t=T من أجل
1)())(1()(  nn xTxTTx


 

J(T,)=J0( )+  J1( )+  
2
J2( ) 

 وفق مايمي:  Gويمكن كتابة التابع 
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 dJJJUTG
nelt

ie V r

))()()()(()( 2

2

1

1
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dTTG
d

d
TdTTG

dt

d
n

n

n

n

t

t

t

t

))(()()(

11








  

      


dTG
d

d
))((

1

0

 

 :   .ىو عدد العناصر الكميnelt حيث إن 
))((الحد  TG

d

d



يجب أن يتحقق عند تكامل الحد  وشرط الاستقرار اليندسي (T)ىو تابع خطي بالنسبة لـ  

 t=t1+1/2شبكة في المحظة العمى  (7الأخير من المعادلة )

(11) 1

1

2

1 1

2 2

( ) ( )

1 1
2

1 1
2

( , , ) ( , , ) 

,
2

,
2

n

n n

t n n
c c

t V t V x

n nn

n nn

U F U x x dVdt t U F U x x dV

x x
x

x x
x

 





 





   







  

 

 قللةث إللاثةض  ارشبك : 
ويجب تحديث الشبكة من جديد، في المراجع العممية توجد عدة  بين لحظتين زمنيتينالسطح الذي يحتوي السائل  هيتشو  

يتم ربطيا مسألة مستقمة عن حسابات الجريان اعتبار أن الشبكة  من بينيا ،ترحة لحساب سرعة الشبكةطرائق مق
 لا يعد .ة معادلات خاصة بحركة الشبكة فقطديد لمشبكة بحل جممجوبالتالي يتم تحديث الوضع ال ،يانبحسابات الجر 

ب زمن حسابي معادلات جريان مائع نيوتوني ويتطم   حل الًا فياستخدام ىذه الطرائق في توليد الشبكة الديناميكية فع  
ح كما ىو موض  وفق الآتي إعادة ضبط الشبكة الديناميكية عن طريق حساب سرعة الشبكة ، في ىذا البحث يتم إضافي

 :(3في الشكل )
وتحديد العقد المحيطة بذلك المسقط يتم تحديد مسقط كل عقدة داخمية من الشبكة عمى الجدار المتحرك  -1

 .)حيث السرعة معمومة(
      ̇ و       ̇ لمعقدة التي تم إسقاطيا مع سرع العقد المحيطة بيا            ̇ يتم حساب السرعة -2
عن طريق الاستيفاء الخطي بين العقدة التي تم إسقاطيا ذات  في الشبكة لعقدة الداخميةايتم استنتاج سرعة  -3

. تم توضيح خوارزمية ضبط والعقدة الموافقة عمى القاع ذات السرعة المعدومة )شرط الالتصاق(           ̇ السرعة 
 (.4الشبكة في الشكل )
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 نقية يشبك  ارانضصر ار ط( إعضلة يب3ارشك  )

 
 ( واارزية  ارل  رقللةث إللاثةض  ارشبك 4ارشك  )

 ارنقضعج اارينضمش :
نمط ثابتة )بسرعة  مائع نيوتوني الاستقرار اليندسي عبر الحل الرقمي لمعادلات جريانتم التحقق من أىمية إدراج شرط 

Uالجريان الموحد  Cteالشكل عنصر )انظر  10×10مستطيل تم تجزئتو إلى  لمجريان عمى شكل ( عمى مجال
نحو مركز المجال مع المحافظة عمى ثبات  قد الشبكة تنزاح(. تم تطبيق حركة عشوائية عمى الشبكة ونلاحظ أن ع(5)

   (.6كما ىو مبين في الشكل ) حدود المجال
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 ارشبك  ي  اراي  الابقلاع   :5 ارشك  عنضصر ارللال ه ي  اريلضيظ  علىشبك  مةل ارقشاّ ار: 6 ارشك 

 
وجود اضطراب في الحل الرقمي يظير بشكل واضح في التشويش  لاحظيُ  t=t nفي المحظة الزمنية  جراء التكاملعند إ

التشويش  فإن t=t n+1/2التكامل في المحظة الزمنية عند من جية أخرى ، (7ن في الشكل )كما ىو مبي   في حقل السرع
   (.8ن في الشكل )كما ىو مبي     16-10حيث يكون من مرتبة  يكاد ينعدم حقل السرعفي 

 
 t = tnارقكضي  ي  ارللظ   عنل لر  ارسترع :7ارشك  
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 t=tn+1/2 ارقكضي  ي  ارللظ  عنل لر  ارسترع :8 ارشك 

في قيم  حيث يلاحظ وجود تذبذبات t=t n+1يبين نتائج الحساب الرقمي لمتكامل في المحظة الزمنية ( 9الشكل )ن يبي  
 حقل السرع لا يمكن تجاىميا.

 
 t=tn+1 لر  ارسترع ارقذبذب  ارقكضي   ي  ارللظ      (9)ارشك 
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حداثيات العقد في الشبكة الديناميكية إعند إعادة ضبط  عدم أخذ شرط الاستقرار اليندسي بالاعتبار يمكن القول أن
  .يؤدي إلى وجود تذبذبات في الحل الرقمي

 
 الاستقنقضرض  اارقاصةض :

عمى شبكة ديناميكية  اليندسي عند حل معادلات الجريان لمائع نيوتوني تم في ىذا البحث استخراج شرط الاستقرار
، إعادة ضبط الشبكة الديناميكية عن طريق حساب سرعة الشبكةتم شرح آلية باستخدام طريقة العناصر المنتيية، حيث 

 ب الأخطاء فيوذلك لتجن   اليندسي الاستقرار شرطعة عناصر الشبكة الديناميكية سر  ن البحث ضرورة أن تحققويبي  
خذ وعدم الأ ،عمى مستوى الشكل اليندسي لمشبكة اليام ةذلك من القيود  يعدو  ،الحل الرقمي لبارامترات الجريان

بالاعتبار ليذا الشرط يمكن أن يسبب في حالات الإزاحات الكبيرة ظيور اضطرابات وتذبذبات في الحل الرقمي 
التكامل لحدود  ن  إنو التطبيق عمى شبكة من العناصر المنتيية حيث وىذا ما بي   ،لمجريانادلات التفاضمية الناظمة لممع

نما يجب إجراء التكامل عند الخطوة الزمنية   .tn+1/2معادلات الجريان لا يجب أن يتم بتسمسل زمني متتالٍ وا 
الييدروديناميكي بين جسم متحرك  الية شرط الاستقرار الرقمي في ضوء التداخلفع  ق من من توصيات ىذا البحث التحق  

    .والجريان والحل الرقمي لمعادلات الجريان بعد الأخذ بالاعتبار ضياع الضغط نتيجة اضطراب الجريان
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