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 ملخّص  
 

استكشف العلماء والباحثون خلال عقود مضت طرقاً وصيغاً متعددة تحليلية وتخطيطية للتعريف بمجاهيل الخط 
 تا مور وبرس.، ومن أبرزها المعادلة التفاضلية وطريقالمرن للجيزان

، بينما اختلفت، فقط، في المنهجية التحليلية صيغها النهائيةفي قت طابأغلب هذه الطرق قد ت لقد تبيّن لنا أنّ 
 مفاهيم فيزيائية وتعابير رياضية متباينة.مقدماتها على لاشتقاق هذه الصيغ المطلوبة باعتماد 

، طرق وصيغ التعريف بمجاهيل الخط المرنلأغلب  المقتضبهذا العمل العلمي الاستعراض جوهر يتضمن 
 .المعتمدة منهجية الباحث التحليليةوبلورة صياغة هذه الطرق التحليلية والتخطيطية في صيغ جامعة ومبسطة وفقاً ل

في اختيار وسيلة التحليل الأنسب للتعريف  لمحلل الإنشائيا يساعد، و جهةمن يغني العمل الأكاديمي الأمر الذي 
  .ثانية جهةمن  المرن للجملة المدروسة بمجاهيل الخط
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  ABSTRACT    

 

Through the last centuries Scientists and Researchers have created analytic and 

geographic multi-methods and formulas for the definition of elastic curve
’
s unknowns of 

beams. We have seen that most of these methods had matched in their end formulas, while 

they only differed by the analytic basis for the differentiating of these formulas, that their 

introductions depended on different physic expressions and mathematic relations. This 

scientific work contains a concise preview for the definition relations and methods of 

elastic Curve
’
s unknowns of beams available, so that the expression about these in an easy 

and collective expression with agreement of the depended analytic method by the 

Researcher.  That can avail of the academic job on the first hand, and it helps the structural 

analyzer choose the proper and easier device for his structural analysis for the definition of 

elastic Curve
’
s unknowns of studied structural system. 
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 مقدمة:
أساليب التفكير والابتكار العلمي صقل إلى من جهة بالسعي  ،عامٍ  بشكلٍ  ،ى عمل الأكاديمي في مجالٍ مايتجلّ 

رسائهم  أغنوا من خلالها مقومات استمرار الابتكار العلمي للطرق والنظريات والمفاهيم التي لأسلافه في إنضاجهم وا 
المستمدة في إنضاج إنتاجه المفاهيم العلمية و  اره من هذه النظريات، ومن جهة ثانية استثمار مايمكن استثموتطويره
غناء هذه المفاهيم والنظريات، أو تسخير مضامينها لفلسفته ومداركه العلمية، فيتأثر بها  ،الممكنلابتداع  العلمي وا 

، فيكسبها أهمية ديناميكية يةمن المفاهيم أو الصيغ الرياضية والهندس جديدةٍ  ويؤثر عليها لإخراجها، إن أمكن ذلك، بحلةٍ 
حرر بما أمكن تأرحب، في لانطلاق بها إلى آفاقٍ لتساهم في صقل مكنوناته العلمية ومن جهة أخرى  ،ناحيةأكثر من 

 رق أبوابٍ ، ويبلور حافزه لط  على الأقل من ركوده الأكاديمي في التبعية المطلقة للنمطية العلمية المستوحاة من أسلافه
  فرة في محيطه.اتزال موصدة كونياً، أو مفاتيحها غير متو ربما لا علميةٍ 

للقوى المؤثرة على جملة  إنّ خير دليل على ذلك ماسمي في المجال الهندسي بنظرية بيتي للعمل المتبادل
أيضاً، الانتقال المتبادل بينها متساوٍ  ه إذا كانت هذه القوى متساوية، فإنّ إنشائية، والتي أدرك من خلالها مكسويل: أنّ 

 .[7]مكسويل  -سبت النظرية عندها إلى بيتيفن  
وحساب  ،الطرق والصيغ الرياضية المعدة لإيجاد الخط المرن للجيزانحول  جوهر عملنا العلمي هذاتمحور  لقد

ن ملهذه الجيزان  صلابات الهندسيةاللنقاط المختلفة لتقييم هذه المماساته في ودورانات  ،لنقاطهانتقالات مجاهيله من 
 بشكلٍ عامٍ. ولاستثمار نتائجها في التحليل الإنشائي للجمل الإنشائية من جهة أخرى ،جهة

لإيجاد مجاهيل هذا الخط  الذي لاينضب المصدر الأساسقد شكلت لتفاضلية للخط المرن االمعادلة إذا كانت 
صيغ لإغناء هذا المصدر بف عن السعي اهتمام الباحثين لم يتوق إلا أنّ  ،وفقاً لطبيعة التحميل المؤثرة وشروط استناده

 .خاصة عند تعدد المجالات المتشكلة للخط المرن، مجاهيلهذه التبسط البحث عن قيم أو تخطيطية  ،وطرق تحليلية
أيضاً، وقبل كل  ،هذه المساعي قد استمدت مرجعيتها لبلوغ أهدافها لقد تبين لنا من خلال عملنا الأكاديمي، أنّ 

 .Mohrإضافة لمبدأ العمل الوهمي أو الافتراضي وعلاقة الطاقة لمور  ،تفاضليةمن المعادلة الشيء 
أن يحقق أول نجاحٍ في هذا جامعة دريسدن في ألمانيا  من(  Otto Mohr 1868 أوتو مور ) استطاع هكذا

من إمكانية ، وذلك من خلال ماتوصل إليه الإطار لإغناء المعادلة التفاضلية في تبسيط إيجاد مجاهيل الخط المرن
 لاستبدال الجائز الأصلي بحمولاته الحقيقية بجائز مرافق أو بديل محملٍ بحمولات وهمية تمثل تخفيض مخطط العزم

 M  للجائز الأصلي بالمقدارEI بحيث تتقابل فيه شروط استناده واستمراره مع شروط الانتقال والدوران للجائز ، 
     .[5] الأصلي

صياغة طريقة تخطيطية، أيضاً، للحصول على مجاهيل الخط المرن من خلال  لاحقاً تمكن مور نفسه من
مقاربته منحني الانعطاف للجائز بالمنحني الحبلي المحمل بالحمولات العزمية المخفضة أيضاً، والمرتبط ارتباطاً وثيقاً 

الحبلي المعروف المجسد  بمفهوم الجائز البديل، بحيث يمكن حساب هذه المجاهيل تخطيطياً من خلال إنشاء المضلع
    .، حيث تعد هذه الطريقة أقرب ماتكون لطريقة الفروقات المحددة[2]لمقادير الانتقالات والدورانات 

( من جامعة متشغن في Charles E. Greene 1873) سنوات عدة بعد ذلك استطاع تشارلز إي. غرين 
لمعادلة التفاضلية ومخطط العزم المخفض المعتمد في طريقة ضمون الرياضي لمالأمريكا اتباع نهجٍ آخرٍ للاستفادة من 

وذلك بإجراء التكاملات المحدودة على صيغة المعادلة التفاضلية للحصول بشكلٍ  ،M/EIالجائز البديل، أي المخطط 
هذا وعزم ،  M/EIمخطط الاعتماداً على مساحة  تحليليٍ على مجاهيل الخط المرن في النقاط المميزة منه -تخطيطيٍ 
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. لقد المخطط حول النقطة المطلوب حساب الانتقال أو الدوران فيها على الترتيب، كما الحال عليه في طريقة مور
التحليلية المتبعة المتباينة إلى حدٍ ما عن نهج  هنظراً لمنهجيت هذه الطريقة في أمريكا إلى أعمال غرين العلمية أسندت
  . [6]مور 

 صيغةٍ حل لهذه المسألة قد قادت، أيضاً، إلى برس في فرنسا للبحث عن  -همساعي نافييلاحقاً، ورغم أن 
 .[1]برس  -بمعادلات نافييه تفعرّ إلا أنها  ،متطابقةٍ مع الصيغ المذكورة أعلاه

أحياناً لتعقيدات الممكنة ا استدراكو  ،القائمة إلى إغناء المنهجيات العلمية التحليليةهذا عملنا العلمي يهدف 
ومضموناً في فلك طرق  صيغةً  اً ر دائظلّ ئز البديل وسواه من الطرق الأخرى، إلا أنه الحل التخطيطي بالجالمستلزمات 

 .أغلب طرق التحليل المذكورة أعلاههذا العمل المنجز في مقدمة عزم المساحة، أيضاً، حيث سنستعرض 
  طريقة الجائز البديل لمور 1.
والقص ل فيه شروط العزم باقالذي تت ،مرافق للجائز الحقيقي المدروسيعرف الجائز البديل بالجائز الوهمي ال   

مخطط  ممثلة لتخفيضمحمل بالحمولات العزمية الالو  ،مع شروط الانتقال والدوران على الترتيب في الجائز الحقيقي
 لجائز.لهذا امجالات المختلفة لل EI صلابات الانعطاف بمقدارالعزم للجائز الحقيقي 

بين انطلاقاً من المطابقة  الجائز البديل والجائز الأصلي العالم الألماني مورالتوافق بين وضع شروط    
الحقيقي والمشتق الثاني للعزم في الجائز الوهمي أو البديل والتي لمشتق الثاني للمعادلة التفاضلية للخط المرن للجائز ا

 :[7] تعطى بالصيغ
 
 

: نّ إحيث 
EI

M
q  أو المعاكسة له  ،الموجهة باتجاه محور الانتقال الجائز البديل علىمولة الوهمية الح

 .إشارة العزم في المجال المعني بحسب
  :هكذا أثبت مور أنّ  .أيضاً  الطرف الأول وتكاملاته متساوٍ  فإنّ  ،الطرف الثاني من المعادلتين متساوٍ  نّ بما أ

                                                    QwMw 
'

;  
 .في الجائز الحقيقي على الترتيبوالدوران هما الانتقال   'wو    w:نّ أ إذ

        M ,Q  القص في الجائز البديلو هما العزم. 
 لشروط المذكورة أعلاه.جائز بديل تتوافق بينهما ا إيجادجائز حقيقي  كل جللألذلك أمكن 

للحصول لها الشروط الموافقة مع الاستناد والشروط الطرفية المختلفة في الجائز الحقيقي  أشكالتتقابل  بالتالي
 :(1)والمبينة في الشكل  ،على الجائز البديل
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 [7] للجائز الحقيقي والجائز البديلالمتقابلة أشكال الاستناد  (1شكل )

  
من خلال هذا التقابل بين شروط الجائز الحقيقي والجائز البديل يمكن الحصول على شكل الجائز البديل لأي 

 .[7] جائز معطى
، بينما من نماذج الجيزان، المحمل بالحمولات المبينة المولدة لمخطط العزم المرفق اً نموذجأ( 2aالشكل )ن يبي 

الجائز البديل المرافق مع حمولاته الممثلة لتخفيض مخطط العزم في الجائز الحقيقي المدروس  (2bالشكل ) ظهري
 .EIبالمقدار 
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(a) :الجائز المحمل مع مخطط العزم 
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(b): خفضمال الجائز البديل المحمل بمخطط العزم 
 [7] الجائز الأصلي والبديل( 2شكل )

 
مساحات مخطط التي تتطلب إيجاد  ،شروط التوازن الستاتيكية على الجائز البديل الجديد ،بالتالي ،تطبق

 ،أو تخطيطياً  ،إما تحليلياً  لحساب العزم والقص في أي مكان من الجائزليه وعزم هذه المساحات، الحمولة العزمية ع
 لذلك سميت هذه الطريقة بطريقة عزم المساحة لمور أيضاً  قيم الانتقال والدوران في الجائز الحقيقي. سيمثلان لذانوال

[moment aria method]. 
لقيم المميزة للخط المرن للجائز الات  في الحصول على الكثير من الح هكذا قدمت هذه الطريقة تسهيلًا كبيراً 

خاصة عند تعدد الحمولات وتغير الصلابات على  ،[7]بحد ذاتها للخط المرن قياساً لاستخدام المعادلة التفاضلية
ضمن هذه وبة التكاملات المطل إجراءم ث ،المختلفة أيضاً معادلات العزم للمجالات  إيجادوالتي تتطلب  ،الجائز

ومن ثم  ،ثوابت المعادلات لإيجادالمجالات وتطبيق الشروط الطرفية والاستمرارية للحصول على المعادلات الكافية 
 الحصول على القيم المميزة للخط المرن للجائز أو معادلات هذا الخط المرن لمجالات الجائز.
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بعض  ،أيضاً  ،خدام المعادلة التفاضلية للخط المرنأحياناً باست والإطالةهذا التعقيد سلبيات ه يقابل إلا أنّ 
 نذكر منها: غبة باستخدام الجائز البديل.ر العند  المحلل الإنشائيت لدى االسلبي

جل تحديد الجائز البديل لأابلة بين الجائز الحقيقي والبديل قالقدرة على الاحتفاظ دوماً بالشروط المت -1
 الصحيح.
  .صلابات المجالات إلىعزمية منسوبة لات الو حمميله بالوتح هذا الجائز ضرورة رسم -2
 العزمية السالبة والموجبة على الجائز. هحمولاتاتجاه تأثير  أهمية مراعاة -5
 .ردود الأفعال لمسانده لإيجاددراسة توازن الجائز الجديد  إعادةغالباً  -4
ذلك أكثر  إذ يبدوواضح، قلها بشكل ومراكز ث هالى أشكال هندسية يمكن معرفة مساحتإتقسيم المخطط  -3
 .[4] من مراتب عالية صحيحةتوابع للأجل مخططات عزوم  تعقيداً 

الحمولات أو غير المقررة بتأثير العزم للجيزان  مخطط المعرفة المسبقة لقيمحتمية هذا وذاك ل إضافة -6
  .لمساندهاوالدورانات  الانتقالات 
المختصة المتشعبة المراجع المزيد من الوقت والجهد والتصاقه دوماً ب يمن المحلل الإنشائتلزم سي ذلك إنّ   

 الغاية المطلوبة. إلىمن الوصول  ئذٍ دنع هنتمكّ ، التي المتضمنة لهذه المعطيات
 (غرين -مور)  Greene غرين طريقة  2.

خط المرن له، للجائز مع ال M/EIالعزم المخفض المعتمد في طريقة مور مخطط قابل غرين في هذه الطريقة 
محددتين  ن من الجائزيبط الانتقال والدوران بين نقطتا، وذلك بغية الحصول على علاقات تر (5كما في الشكل )

xx بالإحداثيين ,
0

، كما في طريقة هنقاط مميزة منفي  أو الدوران ،لانتقالالتخطيطي لحساب ال على ساعد، والتي ت
 .الجائز البديل
 :أيضاً. حيث إنّ  ،على مفهوم المعادلة التفاضلية للخط المرنتمد غرين في منهجيته التحليلية لقد اع


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(1)                   dx
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 تتحول إلى: xب بضرب طرفي هذه العلاقة 
                           dsdx
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M
xxd  

 
dsdt سة بالراديان وصغيرة، فإنّ مقي  أنّ بما  :لذلك يكون . 

          (2                                               )           dtdx
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M
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بين( 2و ) (1)بإجراء الكامل على العلاقتين 
0
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         (4                        )         

0

00

0

0

/

x

x

x

x

x

x

xx

x

x

xdx
EI

M
xdx

EI

M
xdtdt  

بينما تعبر ، M/EI ( مساحة مخطط العزم المخفض3تمثل صيغة التكامل في الطرف اليميني من العلاقة )
 بالتالي:. M/EI( عزم مساحة مخطط العزم المخفض 4صيغة التكامل في الطرف اليميني من العلاقة )

         (5)                                                         

x

x

xx
dx

EI

M

0

0

 

          (6             )              

x

x

xxx

x

x

xxx
dx

EI

M
tdx

EI

M
t

0

00

0

0
//

;  

 ،(5)تعني العلاقةمفهوم الجائز البديل، حيث علاقات مور المعبرة عن يستنتج أن هذه الصيغ متوافقة مع  ،لذلك
يؤخذ ، حيث فرق الدوران للمماسين في نقطتين من الخط المرن يساوي مساحة مخطط العزم المخفض بين النقطتين أنّ 

الفرق بين نقطة  ( أنّ 6ن للعلاقة ). كما تعني العبارتان والانتقالفي الحسبان الاتجاه الموجب والسالب لكل من الدورا
النقطة بالإحداثي  المار فيتقاطع الشاقول مع الخط المرن 

0
x  وتقاطعه مع المماس للخط المرن في النقطة المحددة

ين بالنسبة لهذا الشاقول، تلعزم المخفض المحدد بهاتين النقطيساوي العزم الستاتيكي لمساحة مخطط ا xبالإحداثي
بالنسبة للشاقول المار بالنقطة المحددة بالإحداثي  ،أيضاً  ،والعكس صحيح

0
x. 

الانتقال والدوران لنقاط الجائز المختلفة تخطيطياً، عندما تكون إحدى تساعد الصيغتان السابقتان على إيجاد    
 نقاط الخط المرن معلومة على الأقل، كما الحال عليه في الجائز البديل.لايا الدوران زو 

  Navier –Press برس -طريقة نافييه  3.1
 هذه الطريقة جزءٌ من جائزٍ محدد اقتطع في 

xxبالإحداثيين  ,
0

(، حيث 4a)بين في الشكل ، كما هو م
يين الانتقالين يلاقي طرفاه عند هذين الإحداث

x
ww ,

0
 

والدورانين للمماسين للخط المرن 
x

 ,
0

على الترتيب، وذلك  
سيتولد  والذينتيجة تأثير التحميل الخارجي على هذا الجائز، 

عنه العزم 
x

M  بالإحداثي المؤثر على المقطعx. 
افترض في المنهجية التحليلية لهذه الطريقة أنّ هذه 

 على هذا الجزء من الجائز المجاهيل لقيم تعريف الخط المرن
قد نتجت عن تطبيق القوى والعزوم الوهمية المبينة في الشكل 

(4b :على طرفيه، وهي )
xx

QMQM ,,,
00

. 
لذلك سوف يعطي تطبيق معادلات التوازن على القوى 

 مية هذه أنّ:الوه
   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

         (7                )                                      
0)(

000

0





x

x

MxxQM

QQ 

 

 محور
 الجائز

x
w

 

x

 w0 x 

x


 

0


 

y 

z 

x x0 

Q0 M0 

x
Q

 

x
M

 

x
M

 

 محور
 الجائز

x
Q

 
x

M

 

x
M

 

x 

0
M

 0
Q

 

(b :) بالقوى والعزوم الوهميةجزء الجائز المحمل 

 (4)شكل
((4) 

 حمولات الجائز

(a :)جزء الجائز المحدد بالإحداثيين xx ,
0
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 القوى الوهمية هو: نتيجة تأثير هذه  xويكون العزم على المقطع بالإحداثي 
         (8                 )                                        )(

000)(
xxQMM

x
 

 :الوهمية وانتقالاتها أنّ  ينتج عن تطبيق مبدأ العمل الوهمي أو الافتراضي على القوى
                                                      

xxxxii
MwQMwQF   0000

 
 :( إلى أنّ 7هكذا يقود الأخذ في الحسبان للعلاقات )

         (9           )                              
xxxii

MMwwQF   0000
)( 

 أما علاقة الطاقة لمور بعد إهمال تأثير قوى القص على طاقة التشوهات للجيزان الطولية فتكون:

                                                                           

x

x

ii
dx

EI

M
MF

0

 

 تصبح:( إلى العلاقة السابقة والإصلاح 8في المعادلة ) Mم بإدخال صيغة العز 

         (10                        )             




x

x

x

x

ii
dx

EI

xxM
Qdx

EI

M
MF

00

)(
0

00
 

( 9عمل القوى الخارجية والداخلية إلى التساوي بين طرفي المعادلتين )بين مبدأ حفظ الطاقة التساوي في يقود 
 . أي:(10و)

         (11       )      
xxx

x

x

x

x

MMwwQdx
EI

xxM
Qdx

EI

M
M  


  0000

0

00
)(

)(

00

 

0ه لأجل هكذا نجد أنّ 
0
Q ّينتج أن ، :

x
MM 

0
. 

يتطلب انعدام العزم كذلك 
x

M  :أن يكون)(
000

xxQM .   
تين الصيغتين للعزم كلٍ من هاتعويض  نتج عنتبالتالي، سوف 

0
M  والإصلاح  ،(11في العلاقة )على حدة

 على وجهي القطع إلى:   والانتقال تغير ميل المماس تالها صيغ

         (12                                                        )

x

x

xx
dx

EI

M

0

0

 

       (13                )                       dxxx
EI

M
xxww

x

x

x

x
 

0

000
  

برس لحساب الانتقالات وميول المماسات )زوايا الدوران(  -( بمعادلتي نافييه13( و)12تسمى المعادلتان )
 للخط المرن في نقاط مميزة منه. 

 (.6( و )3ن مع مضمون الجائز البديل أو الصيغتين )امتطابقتهاتين العلاقتين  يلاحظ أنّ 
 

 :همية البحث وأهدافهأ
الاستثمار المناسب للمفاهيم الرياضية وطرق التحليل الهندسية المتداولة ضمن في  ى أهمية هذا البحثتتجلّ 

للتعريف بمجاهيل الخط المرن في الجيزان المقررة وغير بالباحث لاشتقاق صيغ مبسطة عامة  منهجية علمية مستقلة
، وتهدف إلى إغناء يلياً وتخطيطياً مع الطرق الأخرى المتداولة في هذا المجالتطابق في مضامينها تحلالتي ت، المقررة
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وتوسيع آفاق اختيار التحليل المبسط لحساب قيم التعريف بمجاهيل الخط المرن المتوافق مع طبيعة الجملة المدروسة 
 .ومجالاتها
 

 :طرائق البحث ومواده
السعي في  التعريف بمجاهيل الخط المرن المعروضة أعلاهتبلور المنهجيات التحليلية لبعض طرق  لقد ساعدنا

 الحصولتمكن من  ،مضامين تلك الطرق في منهجية علمية تحليلية موحدةمن خلالها  ؤطّرت عامة لبحث عن صيغةل
بشكلٍ  ضمن المجال المدروس عظميةلأاالتعريف قيمة و ، بشكلٍ عامٍ  مميزة للخط المرنالتعريف العلى قيم  الدقيق
أو انتقال أولي حاصل في مساند الجائز، كما الحال عليه  ،وتعميم ذلك للأخذ في الحسبان تحليلياً لأي دوران خاصٍ،

 باستخدام المعادلة التفاضلية للخط المرن.
والمبدأ العام المتعلق الجائز البديل طريقة ة المستمدة من م الأساسييهاعلى المفهدف هذا اللتحقيق  نااعتمدلقد 
في والانتقالات  وذلك لاستنتاج الصيغة التي تربط الدورانات ،اء المنشأة بتأثير الحمولات الخارجية والداخليةبتوازن أجز 

 موضوع بحثنا المذكور أعلاه. أجزاء الجائز
 المرنالتعريف بمجاهيل الخط  شتقاق صيغمنهجية الباحث لا -أ

xxحداثيين محدداً بالإمقتطعاً، و جزءاً درس نلإدراك هذا الاشتقاق        ,
0

، ومحمل من جائز بديل متوازن 
في جملة الإحداثيات  x، الذي ينطبق فيه محوره الطولي على المحور (2)لاحظ الشكل فضةبحمولاته العزمية المخ

xyz ، للعطالة  عطاف فيه حول المحور الرئيسالانويحصلy (3)في الشكل ، وتؤثر عليه القوى الداخلية الموضحة. 
 

dXx
x0

x

M

EI

M0
Q0

               

MX

QX

y

z

o x

 
 (: الجزء المقتطع من الجائز البديل5)شكل 

 
المؤثرة عليه  M/EIبتأثير القوى الداخلية والحمولات العزمية  ،أيضاً  ،هذا الجزء المقتطع متوازناً  ،بالتالي ،سيكون

 كحمولات خارجية.
  ،Mxفتكون قيمة العزم عند هذه الفاصلة هي  ،x على بعد dxنحدد على الجزء المقتطع عنصراً تفاضلياً بطول 

 . Mx /EIوبالتالي الحمولة العزمية 
 :أنّ  xومعادلة العزم عند الإحداثي  ،zسقاط وفق المحور ينتج من خلال تطبيق معادلة الإ ،لذلك

       (14                      )                                       dx
EI

M
QQ

x

x

x

x 

0

0
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       (13          )                                   dxxx
EI

M
xxQMM

x

x

x

x
)(

0

000
   

 ( بالصيغة:14كما يمكن التعبير عن العلاقة )

       (16 )                                    xdx
EI

M
dx

EI

M
xxxQMM

x

x

x

x

x

x

x  

00

000
  

 اب العزم والقص في أي جائزٍ بديلٍ ولأي مجالٍ منه، حيث يتعلق الأمر، كما ن من حسان السابقتاتمكننا العلاقت
 نلاحظ، برد الفعل لحمولة الجائز البديل ومخطط العزم للجائز الأصلي.

 بين الجائز الحقيقي والجائز البديل تعطي: قابلشروط الت إلا أنّ   
                                                            MwQw  ;

'
 

)(: نّ إإذ   
'
w ,w .الانتقال والدوران أو ميل المماس في الجائز الحقيقي 

 نحصل على:( 13( و )14) تينبالتعويض في العلاق  

       (17  )                                                        dx
EI

M
x

x

x

x 

0

0
 

       (11                     )                dxxx
EI

M
xxww

x

x

x

x  

0

)()(
000

 

  .(15( و )12)هما تتطابقان مع معادلتي برس أنّ  ،نلاحظ من هاتين المعادلتين

dxيمثل التكامل 
EI

M
x

x

x


0

ذي ( مساحة مخطط الحمولة العزمية بين الإحداثيين المعتبرين، ال17)ة في العلاق 

dxxxفرق الميلين للخط المرن بين بداية ونهاية المجال المدروس. بينما يمثل  عنيعبر 
EI

M
x

x

x

 

0

في العلاقة  )(

 .xالعزم الستاتيكي لهذه المساحة بالنسبة للمقطع بالإحداثي ( 11)
هو xجائز بالإحداثي بعد مركز ثقل مساحة مخطط العزم عن المقطع من ال هكذا بفرض أنّ 

x
 ّإدخال  ، فإن

 ا يعطي:موالإصلاح له( 11( و)17تين )ذلك على العلاق

       (11                             )                 dx
EI

M
x

x

x

xxx 

0

0
0/

 

       (22                          )               dx
EI

M
xxww

x

x

x

xx 

0

)(
000

 
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يلاحظ من ذلك، أنّ العلاقة 
غرين مور أو ( تمثل صيغة 11)

(، كما يمثل المقدار 5الأولى )

dx
EI

M
x

x

x

x 
0

 ( 22في العلاقة )

الصيغة
0

/ xx
t  غرين -مورفي علاقة

 كذلك الحال بالنسبة للمقدار (.6)
xx

t
/

0

، الذي ستمثله العبارة 

dx
EI

M
x

x

x

x 
0

0

  وفقاً لما يبيّنه

( 11التمثيل التخطيطي للعلاقتين )
 (:6( في الشكل )22و)

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (02( و)11(: التمثيل التخطيطي للعلاقتين )6شكل )
 

dxعزم مساحة مخطط الحمولة العزمية  (، أنّ 6من الشكل )هكذا يمكن الاستنتاج 
EI

M
x

x

x

x 
0

  بالنسبة للمقطع

لمسافة نقطة تقاطع المماس في النقطة من الجائز بالإحداثي  يساو ي xبالإحداثي
0

x  مع الشاقول المار من النقطة
الفرق بين سيكون  ،لمرن للجائز(. كذلك الأمرعن نقطة تقاطع هذا الشاقول مع منحني الجائز )الخط ا xبالإحداثي

نقطة تقاطع الشاقول المار بالإحداثي 
0

x المماس المرسوم من النقطة الأخرى على منحني الجائزو  الخط المرن مع 

dxللمقدار  ياً مساو 
EI

M
x

x

x

x 
0

0

. 

 ي من نقاط الجائز حساب الانتقال والدوران في أي نقطةن معرفة قيمتين للانتقال أو الدوران لأمكّ تبالتالي، 
منه، وذلك من خلال الاستعانة بهذا التمثيل التخطيطي التقريبي لتشوه محور الجائز المتوافق مع إشارة الحمولة  أخرى

 ة, وسالباً العزمية عليه, حيث سيكون الانتقال موجباً ) أي نحو الأسفل( في المجال الموجب للعزم أو الحمولة العزمي
 ) أي أعلى محور الجائز( عكس ذلك.  

مساحات ومراكز ثقل بعض مخططات  العديد من المراجعالتخطيطية فقد أعطي في  الطرقلتسهيل الحساب ب
 .[7] العزوم

 الخط المرنتعميم صيغ التعريف بمجاهيل  -ب
وأقل  ،حلولًا ميسرة في الفقرة السابقةة مفاهيم العلاقات المعطاباستخدام  أو التحليلي ،التخطيطيالحل قدم ي     

الجيزان المتعددة مميزة من التفاضلية لحساب الانتقالات والدورانات في نقاط  من المعادلة في أغلب الأحيان تعقيداً 
من قبل  لتحقيق الهدف المأموللبذل مزيدٍ من الجهد الحاجة دوماً بعض السلبيات والتعقيد و هناك  المجالات. إلا أنّ 

، عند الحاجة لإيجاد معادلة الخط المرن للجائز وتحديد الانتقالات الأعظمية على مجالاتهوخاصة  ،لمحلل الإنشائيا
 الجيزان الخاضعة لحمولات متغيرة الموضع على الجائز.ولاسيما في 
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 :نحصل على (11و) (17) تينإجراء الإصلاح على العلاقمن خلال 

       (21)                                                            dx
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M
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x 
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       (22)                          )()(
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 :( ينتج أنّ 22( إلى المعادلة )21بإدخال العلاقة )

                               

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 تتحول إلى الشكل: بالإصلاح لهذه العلاقة 

       (25)                                       dx
EI

xM
xxww
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 

( لحساب الانتقال والدوران لأي نقطة من الجائز، بعد الأخذ في 22( و)21بذلك يمكن استخدام المعادلتين )   
 ي نقطة منه. لأأو دورانات  ،انتقالات فرين على هذا الجائز منالشرطين متو  حسبانال

( و 22)الحصول من العلاقتين ه يمكن ، فإنّ xتمثل قيمة نهاية المجال للمتحول  x وبما أنّ  ،من ناحية ثانية
 لى الصيغ العامة الآتية:، حيث نحصل ع xبالمتحول  xمن خلال استبدال لخط المرن للجائز امعادلات على ( 25)

       (24                       )                                  dx
EI

M
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x 
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       (23                 )                      dx
EI

xM
xxww

x

x

x

xx 




0

000
 

ة الانتقال والدوران عند هذه البداية، أن تمثل بداية الجائز أو أي مجال مدروس بعد تحديد قيم x0يمكن للقيمة 
 .المبدأ المعتمد ا، حيث سترتبط معادلة العزم بهذوذلك بحسب مبدأ الإحداثيات المعتمد للمجال المدروس

على الخط المرن المستمر للجائز. أما عندما يلاقي هذا الخط انقطاعاً كحالة  (25)و  (24)تطبق المعادلات 
غير الميل يمين ويسار المفصل، يحدد هذا الانقطاع نهاية تطبيق المعادلات على الجزء وجود مفصل في الجائز، إذ يت

 اليساري وبداية تطبيقها على الجزء اليميني من الجائز، مع حتمية تساوي الانتقالين يمين ويسار المفصل.
إيجاد معادلات الخط المرن  سوف يتبين لنا من خلال استخدام العلاقات السابقة في التطبيقات العملية، أنّ 

 الطرق التخطيطيةوحساب الانتقالات والدورانات سوف يكون غالباً أكثر يسراً وبعمليات حسابية أقل تعقيداً من استخدام 
أي انتقال أو دوران حاصل في مساند  حسبانفي المباشرة ها ستأخذ أو المعادلة التفاضلية للخط المرن. كما أنّ  انفسه

 الجائز.
 استخدام الطرق والصيغ المذكورةات بيقتط -ب

ٍٍ و نماذج مبسطة من الجيزان، إلى نتعرض سوف  التي تمثل الحالات الأساسية لنظام الجمل الإنشائية بشكلِ
في بين الطرق المختلفة إجراء المقارنة العملية المباشرة لطبيعة التباين العام القائم من خلال ذلك مكن يعامٍ. حيث 

  تعميم ذلك على حالة الجيزان متعددة المجالات.و ، بمجاهيل الخط المرن معالجتها للتعريف
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 :1مثال 
 (:7 شكلال ومستند على مسندين مفصليين ) qجائز محمل بحمولة موزعة 

 
 ( جائز بسيط7شكل )

                                                                                      
 طريقة الجائز البديل

تطبيق معادلات التوازن على الجائز ردود  يعطي   
 .(7a)الأفعال المبينة على الشكل 

 
 
 
 

(: ردود أفعال 7aشكل )                        
 الجائز 
 :xلذلك تكون معادلة العزم بدلالة  

                          
22

2
qx

x
ql

M
x

 

 :(7bفي الشكل ) الجائز البديل والحمولة العزمية 

L

E I

q L
2

8 E I

a b

 
 حمولة العزميةلالجائز البديل وا(: 7bشكل )

 حساب الانتقال والدوران في منتصف الجائز:
 حساب ردود الأفعال للجائز: 

  0, bM 

0
283

2
.

2


l

l
EI

ql
lV

a
 

 بالتالي:

EI

ql
V

EI

ql
V

ba

24
;

24

33

 

 ( قوى القطع في وسط الجائز البديل.7dيبين الشكل )

ولة موزعة واحدة فقط، إلا أننّا سنتبع رغم تأثير حم
 ختلفةفيما لو أثرت حمولات م اللازمةفي الحل المراحل 

 على الجائز.
في الحال هذه يجب إما إيجاد حمولات الجائز 
البديل المستقلة لأجل كل حالة تحميل مؤثرة على الجائز  
الحقيقي المدروس، ثم البحث عن مجاهيل  الخط المرن 

د قيمها الناتجة عن استخدام الجائز البديل، المطلوبة بتنضي
حيث سيطيل ذلك إنجاز المطلوب، أو اعتماد التأثير 
المشترك لتراكب الحمولات في مخطط تحميل واحد على 
الجائز البديل، الذي سيفرض، حينئذٍ، لإيجاد أي من 
مجاهيل الخط المرن حساب الحمولة العزمية لموضع 

تقسيم مخطط الحمولة للجزء  المقطع المدروس، ليتم بعدئذٍ 
المدروس من الجائز البديل إلى أشكال هندسية معلومة 
المساحة)قطع ومثلث(، والذي سنعتمده هنا لأجل مقارنة 
ن كان المطلوب للجائز المدروس في  مراحل الحل العامة وا 
هذا المثال البسيط يمكن بلوغه بشكلٍ أيسر بقليل ممّا هو 

 معروض فيما يلي.
حظ أنّ الحل بشكلٍ عامٍ يتطلب حساب لذلك، يلا

شدة الحمولة العزمية لأجل 
4

l
x  كي يمكن تقسيم ،

المخطط المعطى أعلاه إلى قطع ومثلث بمساحة ومركز 
 ثقلٍ معلومين، فنجد أنّ:
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qlqllql
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M
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3
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3242
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1
22
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 عندها تكون قيمة الحمولة لذروة القطع هي:
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 لالجائز البدينصف (: 7dشكل )        
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 بالإصلاح نجد أن:
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بالتالي:                                
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5
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 

 إيجاد معادلات الخط المرن:
لإيجاد هذه المعادلات نعتمد أيضاً حالة الأخذ في 
الحسبان للتأثير الكلي للحمولات، حيث نجري قطعاً على 

الحمولة ، فتكون (7c)من المسند، كما يظهره الشكل  xبعد 
 :x/2العزمية على بعد 

                            
EI

qx
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xql

82
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  من الجائز البديل x(: جزء بطول 7cشكل )

 
 : x/2تكون بالتالي قيمة الحمولة لذروة القطع عند 
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 ومنه نجد أنّ: 
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 بالتالي تطبيق معادلات التوازن يعطي: 
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 (0( و )1الحل بالمعادلات )
 ( عند نهاية الجائز يعطي:2إن تطبيق المعادلة ) 
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 ( أنّ:1كما ينتج من المعادلة ) 
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 الدوران والانتقال في منتصف الجائز: 
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 بالتالي: 
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 كذلك نستخلص أنّ: 
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 إذاً:
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 غرين -مور طريقة
 حساب الانتقال والدوران في منتصف الجائز:

الجائز مع مخطط عزمه  (7e)الشكل يبين   
EIMالمخفض   وشكل خطه المرن. /
 سوف aإنّ رسم المماس للخط المرن في المسند   

يحدد المقدار 
ab

t
/

، وكذلك المماس في bعلى الشاقول في  
يحدد المقدار  سوف bد المسن
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/
، aعلى الشاقول في  

 .(7e) كما يتبين ذلك على الشكل
 
 
 
 

 إذاً: 
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 معادلتا الخط المرن: 
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 لذلك يكون:
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 tلقد كان ممكناً أن يتم الحصول على قيم ملاحظة:
(، الأمر الذي سيكون 6بإجراء التكامل المباشر للعلاقة )

 عند تعدد التحميل على الجائز. أيسر  
 هكذا سينتج أنّ:

 

EI

ql

EI

qll

EI

lq
t

l

ww

ala

l

384

5

1282242

443

/2/

max2/






 

 
( المتوافقتين مع 11( و )17الحل بالمعادلتين )

 :(13( و )12معادلتي برس )
نعتمد في الحل الحالة العامة لعدم تناظر الجائز    
التي لانعلم فيها أنّ الدورانين في المسندين  ،والتحميل

 متساويان في القيمة ومتعاكسان في الإشارة.
( بين 11لذلك، ينتج عن استخدام العلاقة )

 دين أنّ:المسن
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 مع مخطط العزم المخفضالجائز (: 7eشكل )
 ( يؤدي إلى أنّ:6( و )5إنّ استخدام العلاقات )
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 أو أنّ: 
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 كذلك: 
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 لذلك نجد أنّ: 
 :(02( و )11الحل بالمعادلتين )

بالعبارة  انتنلاحظ أنّ هاتين المعادلتين مرتبط 
dx
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M
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، التي تمثل مساحة مخطط العزم المخفض 

 ضمن المجال المدروس.
لذلك، نحسب أولًا هذا المقدار للمجال بين مسندي  

 الجائز، فنجد أنّ:
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( على المجال بين المسندين يعطي، 22تطبيق المعادلة ) 
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 ( يبين أنّ:17تعويض ذلك في المعادلة ) 
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( من 4( و )5قتين )هكذا نجد أنّه باستخدام العلا 
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 ( أنّ:24هكذا نستنتج من المعادلة ) 
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طط العزم على الجائز بعد الأخذ في الحسبان لشكل مخ
 ، أنّ:bوبعد مركز ثقل هذا المخطط عن المسند 
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 :0مثال 

 (.1)الشكل  q، ومحمل بحمولة موزعة  EIجائز موثوق من الطرفين صلابته  
 
 

                  
 جائز موثوق من الطرفين :(1شكل )             

يجاد مخطط العزم والقص.  المطلوب : إيجاد معادلات الخط المرن وحساب الانتقال الأعظمي وا 
 طريقة الجائز البديل

 تقرير الجملة وكتابة معادلة العزم:
 .مع ردود الأفعال( الجملة المقررة 8aيبين الشكل )

 
 
 
 
 

 اهيلالجملة المقررة والمج :(8aشكل )
 معادلة العزم:
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 إيجاد الجائز البديل ومخطط الحمولة العزمية:
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هكذا نلاحظ أنّ رسم مخطط العزم الكلي المناسب وفق هذه 
 فر الخبرة من قبل الطالب والمهندس.االمعطيات يتطلّب تو 

بالتالي يكون الجائز البديل مع الحمولة العزمية 
 (.8c) الشكل المبين فيالسالبة والموجبة عليه هو 

V 0-M 0-q L /2
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V 0L /2 -M 0-q L /8
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 يةالعزموالحمولة الجائز البديل (: 8cشكل )

تحصيل السطوح يتطلب حل معادلة  وهنا نلاحظ أنّ 
 العزم.هذا العزم لمعرفة مكان انعدام 

هذا التحصيل يتطلب تقسيم هذا المخطط إلى  نّ إثم 
كما في  ،أشكال هندسية معلومة السطوح ومراكز الثقل

، ومعرفة القيم اللازمة لحساب هذه السطوح (8d)الشكل 
 كما تبين ذلك من الأمثلة السابقة.

 
 محصلات الجزئية للحمولات العزمية(: ال8dشكل )

مطابقة معطيات الجائز لمكانية الإفر اتتو عندئذٍ    
البديل مع الجائز الحقيقي للحصول على المعادلات التي 

 تمكننا من إيجاد المطلوب.
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الخبرة سنجد أنّ فر هذه اإذا اعتبرنا إمكانية تو 
 .(8b) الشكلسيأخذ المخطط 

    
V 0-M 0-q L /2

2

V 0-M 0-q L /8
2

M 0

    
 مخطط العزم نتيجة الحمولات والمجاهيل :(8bشكل )

تأكيد أن حجم التعقيد سيزداد أكثر عند تعدد 
مجالات التحميل على الجائز، الأمر الذي لانستطيع تبيانه 

 هنا بسبب قيود الصفحات المتاحة.
إذا اعتمدنا مبدأ استقلال تأثير القوى لتسهيل  أما

، فإن (8e)وتوضيح مسار العمل أكثر، كما في الشكل 
ذلك يتطلب رسم الجائز مرات متعددة، وتطبيق معادلات 

يجاد محصلات السطوح ومراكز التوازن  على كل جائز، وا 
ثقلها وتجميع نتائجها، ومقارنتها مع شروط الجائز الحقيقي 

المطلوب، والذي لن يخلو من التعقيد، للحصول على 
 أيضاً، إذا ماقورن باستخدام الصيغ المشتقة.

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 مخطط العزم للتأثير المستقل للقوى(: 8eشكل )
الجائز البديل مع الحمولات  (8f)هكذا، يبين الشكل 

 العزمية المخفضة وردود الأفعال لحالات التحميل المستقلة.
 
 
 
 
 

يتضح من ذلك حجم العمليات المتعددة المعقدة    
حل المسألة نسبياً التي يجب إجراؤها للحصول على 

، والتي تجعل إمكانية التعرض للأخطاء أثناء روحةالمط
فرة جداً. هذا سيجعلنا امتو هذه العمليات اليدوي لجراء الإ

يعطي إجراء التوازن على القطع في جوار المسند ندرك بكل 
لكل حالات التحميل المستقلة المؤثرة على الجائز البديل  2

 القوى الداخلية الآتية:
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 الانتقال الأعظمي للخط المرن:
في الحالة العامة يجب إيجاد معادلة الدوران    

للخط المرن بناءً على الجائز البديل، الأمر الذي سيكون 
داً إلى حدٍ ما، كما بينّا ذلك في الجائز المعطى في معق

. إلا أنه وبسبب التناظر للجملة والحمولات يتضح 1المثال 
أن هذا الانتقال الأعظمي سوف يحصل في وسط الجائز 

 المعطى هنا في هذا المثال.
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وردود  ت العزمية على الجائز البديلالحمولا: (8fشكل ) 
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 غرين -طريقة مور

وكتابة معادلة ( 8gكما في الشكل )تقرير الجملة 
 العزم:
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( المتوافقتين مع 02( و )11الحل بالمعادلتين )
 :(14)( و 13معادلتي برس )

نلاحظ أنّ هاتين المعادلتين مرتبطتان بالعبارة    
dx

EI

M
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x

x


0

، التي تمثل مساحة مخطط العزم المخفض 

 ضمن المجال المدروس.
لذلك، نحسب أولًا هذا المقدار للمجال الممثل    

 لطول الجائز المقرر، فنجد أنّ:
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لى المجال لطول الجائز يعطي، ( ع11تطبيق المعادلة )
بعد الأخذ في الحسبان لشكل مخطط العزم على الجائز، 

، ومطابقة bوبعد مركز ثقل هذا المخطط عن المسند 
الدوران والانتقال للطرف الحر للجائز المقرر مع حالة 
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 إصلاح العلاقتين السابقتين يعطي:
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 ( أنّ:3لذلك، نجد باستخدام المعادلة )
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لقد كان ممكناً، أيضاً، الاكتفاء بحساب  ملاحظة: 
a

 ثم ،
 (.6لإيجاد المطلوب تخطيطياً وفق الشكل ) اللجوء

 (05( و )02الحل بالمعادلتين )
( بين بداية ونهاية 23تطبيق معادلة الانتقال )  
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 :حساب الانتقال الأعظمي
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 ( يعطي:2( و )1حل المعادلتين )
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هكذا يمكن الحصول على مخطط العزم والقص    
مباشر في معادلة العزم المعطاة ومشتق الز بالتعويض للجائ

  هذه المعادلة.
 

 
 :النتائج والمناقشة

التي اعتمدناها للتعريف ببارامترات الخط المرن والتطبيقات العملية تحليل منهجية ال من خلاللنا تبين لقد 
التطبيقي بموجب أو مل الأكاديمي التحليلي ، أنّ العفي البند السابقدروسة أعلاه نماذج الجيزان المعلى بعض  نتائجهال

 بالعديد من الإيجابيات، وأهمها: خاصة وأن هذه المنهجية متمتعة، أشمل مضموناً وأبسط تداولاً ذلك 
تشمل ضمناً في مراحلها المتتالية محتويات جميع الطرق السابقة المعروضة أعلاه. إذ يمكن استخدام  -1

 طي لإيجاد قيم التعريف للخط المرن في نقاط مميزة منه بما يتوافق وطريقة مور مراحلها الأولية في الحل التخطي
برس. متجاوزة هذه الطرق  -أو غرين، بينما تستخدم علاقاتها النهائية لإيجادها تحليلياً بما يتوافق ومعادلات نافييه

القيم الأعظمية ضمن المجال الخط المرن وتعيين للتعريف الدقيق ب( 23( و)24بإمكانية استخدام المعادلتين )
 المدروس.
 تؤدي إلى الحل المطلوب بشكل أكثر يسراً وسهولة من استخدام المعادلات التفاضلية للخط المرن للجيزان  -2

 متعددة المجالات.
، غرين -مورالتي يمكن أن ترافق استخدام الجائز البديل أو طريقة و تتجاوز جميع السلبيات المذكورة سابقاً  -5

تعتمد بعد إيجاد معادلات العزم والصلابة في المجالات المختلفة على إجراء تكاملات بسيطة على هذه المعادلات إذ 
 للمسألة المطروحة.

أي انتقال أو دوران حاصل في مساند الجائز، دون الحاجة لاستخدام مبدأ تنضيد الآثار، كما أخذ تأثير  -4
 التخطيطية. غرين -مورأو طريقة  ،الحلالحال عليه عند اعتماد الجائز البديل في 

 ، إذا ما قورنت باستخدام الطرق الأخرى بيسر من حل الجيزان غير المقررةمعادلاتها النهائية ننا تمكّ  -3
 المعروضة أعلاه كطرق للحل.
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 :الاستنتاجات والتوصيات
 :الاستنتاجات

المنهجيات المتشعبة المنسوبة بنتائجها يتبين من خلال مقارنة نتائج منهجية التحليل التي اعتمدناها مع  .1
 في بعض المنهجيات الأخرى. أبسط ممّا هو معتمدبلوغنا المطلوب قد اقتصر على مفاهيم  لمنشئ كلٍ منها، أنّ 

 هذا التعبير الجامع يبلور للمحلل الإنشائي الاختيار المباشر لطريقة التحليل المناسبة للجملة المدروسة. إنّ  .2
 ذكورة وأخصّ باستخدام المعادلات الم عموماً  يتم بشكل أيسرفي حل هذه الجيزان يمكن أن بلوغ المطلوب  إنّ  .5

الطرق الأخرى المتداولة بعض بعمليات حسابية أقصر وأقل تعقيداً من استخدام  ،وغالباً (، 23( و )24منها المعادلتين )
 المذكورة.
لات الجيزان وبرمجتها بيسر باللغة يمكن وضع مخطط نهجي واضح لمراحلها المختلفة لأي حالة من حا .4

مكانية استثمارها ضمن برنامج كلي لحل الجيزان بالطرق المعروفة واعتماد المنهجية االمتو  فرة لدى المحلل الإنشائي وا 
 إذا ما قورنت بطرق الحل الأخرى. ،نفسها بالحل اليدوي بشكل واضح دون صعوبات تذكر

والقص والانتقالات والدورانات في نقاط الجائز المختلفة عند  سريعة في حساب العزومتميز بديناميكية ت .3
 تحرك الحمولة الحية على هذا الجائز من مجال إلى آخر.

 :التوصيات  
المذكورة أعلاه للطريقة المعروضة بصياغتها المبسطة، وشموليتها في  الجامعة إشارة لما تقدم، وبرغم المزايا

 ىً غنهذا المنتج نأمل أن يقدم نا فإنّ  ،ى كناتج لمسعى النهج العلمي المستقلمضامينها لمفاهيم الحل بالطرق الأخر 
في حل مسائل الجيزان المختلفة، تطوير طرق ووسائل مساعدة في إضافياً للعمل الأكاديمي، ويمهد السبل للاستمرار 

رة لديه وبالطريقة التي يرغبها في فاوتوسيع إمكانيات الحساب لهذه الجيزان من قبل المحلل الإنشائي وفقاً للمعرفة المتو 
تلك بحسب نوع الجملة المدروسة وحمولاتها  يتباين بين هذه الطريقة أويمكن أن ، خاصةً، وأنّ سهولة هذا الحل الحل

 . ومجالاتها
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