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 الملخّص   
  

حلول نظریتین لانعطاف الجیزان. الأولـى هـي نظریـة الانعطـاف البسـیط أو یتضمن هذا البحث مقارنة بین 
. تیموشــینكوأو نظریــة جــائز  تشــوهات القــص مــن المرتبــة الأولــىنافییــه، والثانیــة هــي نظریــة  -برنــولي –أویلــرنظریــة 

ا تجاهلهــت بینمــاتشــوهات القــص العرضــاني بعــین الاعتبــار یكمــن الفــارق بــین هــاتین النظــریتین، فــي أن الثانیــة تأخــذ 
  الأولى.

ســنقوم فــي هــذا البحــث باســتنتاج حلــول النظریــة الثانیــة، التــي یصــعب الحصــول علیهــا مباشــرة، مــن حلــول  
  واحدة وعدة حالات للتحمیل واستناد النهایات. النظریة الأولى وذلك لجائز بفتحة

اعتماداً على هذه العلاقات یمكن للمصمم الحصول على حلول النظریـة الثانیـة انطلاقـاً مـن حلـول النظریـة 
  التقلیدیة بقلیل من الحسابات ودون اللجوء إلى عملیات حساب وتحلیل إنشائي معقدة.
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  ABSTRACT    

 
In this study we compare between the well known Euler-Bernoulli-Navier 

theory (or classical) and Timoshenko theory. The difference between the two theories is 
that the batter takes account of transverse shear deformation while the the former does 
not. 

This paper presents the deflection and stress resultants of single-span 
Timoshenko beam, with general loading and boundary conditions, in terms of the 
corresponding Euler-Bernoulli-Navier beam solutions. These exact relationships allow 
designers to obtain the bending solutions of Timoshenko beams from the familiar Euler-
Bernoulli-Navier solutions without having to perform the more complicated flexural – 
shear – deformation analysis. 

 
  
  
  
  
  
  
  
  

  
* Professor At Department Of Structural Engineering- Faculty Of Civil Engineering, Tishreen 
University, Lattakia, Syria. 
** Associate Professor At Department Of Structural Engineering - Faculty Of Civil Engineering, 
Tishreen University, Lattakia, Syria. 
*** Postgraduate Student  At Department Of Structural Engineering- Faculty Of Civil 
Engineering, Tishreen University, Lattakia, Syria. 



  81

 
نقــارن فــي هــذا البحــث بـــین حلــول نظــریتین لانعطــاف الجیــزان. الأولـــى هــي نظریــة الانعطــاف البســـیط أو 

م) 1783-1707نافییــه، التــي بــدأها برنــولي فــي مطلــع القــرن الثــامن عشــر وطورهــا أویلــر ( -برنــولي –أویلــرنظریــة 
التـي  تیموشـینكوأو نظریـة جـائز  تبـة الأولـىتشـوهات القـص مـن المر م. والثانیة هـي نظریـة 1826وأكملها نافییه عام 

  م.1921نشرت عام 
ا تجاهلهـت بینمـا بالحسبانتشوهات القص العرضاني یكمن الفارق بین هاتین النظریتین، في أن الثانیة تأخذ 

الأولى. وینعكس ذلك على نتائج النظریتین وعلى تحدید مجال تطبیق كل منها. لكن على الرغم من هذا الفـارق فـإن 
لبنیتــین الریاضــیتین لمعــادلات كــلا النظــریتین، تتشــابهان إلــى الحــد الــذي سیســمح لنــا، كمــا ســنبین فــي هــذا البحــث، ا

باسـتنتاج حلــول النظریـة الثانیــة، التــي یصـعب الحصــول علیهــا مباشـرة، مــن حلـول النظریــة الأولــى المتـوفرة بكثــرة فــي 
 .[1]العدید من المراجع 

باســتخدام محمـل عرضــانیاً  لجــائز منــتظم ادلات الناظمــة والشــروط الطرفیـةســتنتاج المعـنعـرض أولاً طریقــة ا
  وبالاعتماد على الفرضیات الكنیماتیكیة لكل من النظریتین.  ثم نبین العلاقة    ةمبدأ الطاقة الكامنة الأصغری

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

ـــتناد. وبغیــة توضــیح الع لاقــة بــین حلــول النظــریتین بــین حلولهمــا مــن أجــل حــالتي تحمیــل وعـــدة شــروط اسـ
 عـرض البحـث، نعـرف الجـائز المـدروس فـيقبل المضـي فـي ستكون بعض حالات التحمیل والاستناد غیر متناظرة. 

  .(1)كما هو مبین على الشكل رقم  (x,y,z)حداثیات الإجملة 

  نافییه وتیموشینكو- برنولي –یبین تشوهات المقطع العرضي في نظریتي أویلر: (1)الشكل رقم 
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  : Navier Beam Theory  -Bernouli–Eulerنافییه -برنولي –أویلر الانعطاف البسیط نظریة

)عتمد هذه النظریة في النقطةت , )x z ،نالتالیحقلي الانتقال المحوري والعرضاني  من مستوي الانعطاف:  
0( , )
E

E dwu x z z
dx

= -                                                  (1) 

0( , ) ( )E Ew x z w x=                 (2) 
  

0یــــدل حیـــث ( )Ew x العرضــــاني للنقطــــة  علــــى الانتقـــال(x,0)  مـــن المحــــور الطــــولي للجـــائز وحیــــث یــــدل  
نافییــه. للاختصــار ســنكتفي لاحقــاً  –برنــولي  –علــى المتحــولات والمجاهیــل المتعلقــة بنظریــة أویلــر Eالمؤشــر العلــوي 

  ، فأویلر هو الأشهر من بین العلماء الثلاثة. (EBT)بالإشارة إلى هذه النظریة على أنها نظریة جائز أویلر 
تبقـــى المقـــاطع  تقضـــي بـــأن هـــذا، الفرضـــیة الكنیماتیكیـــة الخاصـــة بهـــذه النظریـــة التـــي حقـــل الانتقـــال یحقـــق

إلــى  . ممــا یــؤديبعــد التشــوه علیــه مســتویة وناظمیــة ،قبــل التشــوه حــور الطــوليالعرضــیة المســتویة والناظمیــة علــى الم
تاریخیـاً وعلـى مـدى قبـول هـذا الحقـل تـم  لقـد .xztمرافـقالقـص ال إجهـاد وبالتـالي xzgإهمال تشوه القص العرضـاني 

0xztأكثــر مــن قــرنین، نظــراً لبســاطته ولبســاطة المعــادلات الناتجــة عنــه، علــى الــرغم مــن أن نتیجتــه الأخیــرة، =  ،
  تتناقض مع شروط التوازن كما سنرى لاحقاً.

معـدوم لعرضـاني في الاتجـاه ا zzeمن حقل الانتقال العرضاني المفروض نستنتج أیضاً، أن التشوه الطولي
0zzsفــي كافــة نقــاط الجــائز. لــذلك تقبــل هــذه النظریــة فرضــیةَ أن علــى الــرغم مــن أن هــذا یتنــاقض مــع الشــرط  =

  الطرفي لمعادلات التوازن على السطح العلوي للجائز. 
طاقــــة  اســـتناداً إلـــى الفرضــــیات الســـابقة وإلـــى انعكاســــاتها علـــى حقلــــي التشـــوه والإجهـــاد یمكننــــا أن نكتـــب 
  :كتابع للتشوه الطولي المحوري والإجهاد الناظمي على المقطع كما یلي Udلوهمیةالتشوهات ا

0

L

xx xx
A

U dAdxd s de= ò ò  (3) 

  
المقطـع العرضـي للجـائز مسـاحة علـى  Variational symbol ، Aالرمـز المتغیراتـيعلـى  dیـدل حیـث

  التشوه الناظمي.على  xxeو الإجهاد الناظمي،على  xxsطول الجائز، على  L مالمنتظ
E/:الانتقــــــالات - باســــــتخدام علاقــــــة التشــــــوهات

xx u xe = ¶ وتعریــــــف عــــــزم الانعطــــــاف علــــــى مقطــــــع  ¶
Eالجائز

xx xx
A

M z dAs= ò  :یمكننا تبسیط عبارة الطاقة السابقة إلى الشكل ،  
2

0
2

0

L E
E
xx

d wU M dx
dx
d

d = -ò  (4) 

علـى  التـي تُعـد هنـا مـؤثرة q(x)العرضـانیة  ةالحمولـ الحمولة الخارجیة الوحیدة المطبقة على الجائز هي وباعتبار أن
 :هي الوهمیة للحمولة نةالكام طاقةعبارة ال فإنالمحور الوسطي للجائز 

0
0

L
EV q w dxd d= -ò  (5) 
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0W:الوهمیـة طاقـة الكلیـةال انحفـاظ مبـدأ یمكننا بالاعتمـاد علـى U Vd d d= + نسـتنتج المعـادلات  أن =
  في العلاقة السابقة، لنجد أن: (5)و (4)عن طریق تعویض  لسلوك الجائز الناظمة التفاضلیة

2
0

02
0 0

0
L LE

E E
xx

d wW M dx q w dx
dx
d

d d= - - =ò ò  (6) 

  
  ینتج لدینا:من المعادلة السابقة وبتطبیق التكامل بالتجزئة مرتین على الحد الأول 

2 2
0 0

0 02 2
0 00

LL LE E E E
E E E Exx xx
xx xx

d w d w dM d MM dx M w w dx
dx dx dx dx
d d

d d
é ù

= - +ê ú
ë û

ò ò         (7) 

  
  على الشكل: انحفاظ الطاقة الكلیة الوهمیةوبالتالي تصبح علاقة 

2
0

0 02
0 0

0
LL EE E

E E Exx xx
xx

d wd M dMW q w dx M w
dx dx dx

d
d d d

é ùæ ö
= - - - - =ç ÷ ê ú

è ø ë û
ò       (8) 

  
0 فـــإذا اخترنـــا حقـــل الانتقـــالات الوهمیـــة

Ewd  ًداخـــل القوســـین انعـــدام الحـــد  ممـــا یتطـــابق مـــعلشـــروط الطرفیـــة ل محققـــا
ممـا  ت الـوهمي.حقل الانتقالامعدوماً مهما یكن  التكامل الذي یظهر فیها یبقى فإن ،لمعادلة السابقةا من المتوسطین

  :المقدار داخل القوسین الصغیرین تحت إشارة التكاملانعدام بیقضي 
2 2

2 20 , 0
E E
xx xxd M d Mq q x L

dx dx
- - = Þ - = < <               (9) 

  
عن طریق مبدأ الطاقة إلى ما یُعرف في مقاومة المـواد بالمعادلـة التفاضـلیة لتـوازن  وبذلك نكون قد توصلنا

تحـت تـأثیر الحمولــة  هشـریحة تفاضـلیة منــ الجـائز فـي حالـة الانعطــاف التـي تسـتنتج بشــكل مباشـر مـن شـرطي تــوازن
 . [2] الخارجیة

ـــوازن  ـــق شـــرطي الت ـــدي، أي عـــن طری ـــوة القـــص إن اســـتنتاج هـــذه المعادلـــة، بالشـــكل التقلی ـــب وجـــود ق یتطل
  العرضاني ودمج معادلتي التوازن التالیتین:

0 ,
E E

Exx x
x

dM dQQ q
dx dx

- + = - =  (10) 

   
  . (9)للحصول على المعادلة 

   إن قبول وجود قوة القص یتناقض كما رأینا مع الفرضیات الكینماتیكیة لنظریة أویلر.
، نجـد أن مبـدأ انحفـاظ الطاقـة یعطـي (8)إذا عدنا الآن إلـى الحـد داخـل القوسـین المتوسـطین مـن المعادلـة 

بالإضافة إلى معادلة التوازن، أشكال واحتمالات الشروط الطرفیـة الواجـب توفرهـا فـي مسـاند الجـائز. إن انعـدام قیمـة 
0یكــون الانتقــال القــوس المتوســط یقضــي بــأن

Ew (مشــتق العــزم لمزیــد مــن الدقــة) أو قــوة القــصE E
x xxQ dM dxº   

0لـدورانأن یكـون او ، معدوماً عند الأطـراف
Edw dx  أو عـزم الانعطـافE

xxM ومـن تراكیـب  .معـدوماً عنـد الأطـراف
  هذه الشروط سنعتمد الحالات التالیة:
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0 0

0

0
            

0

E E E E
x xx

E E E
xx xx

w w Q dM dx
or or

M dw dx M
ì ü ì ü ì üº ì ü

=í ý í ý í ý í ý
î þî þ î þ î þ

             (11) 

  
  ه الحالات الثلاث توافق على الترتیب حالة المسند البسیط، الوثاقة والطرف الحر.وهذ

  :في حالة الجائز المكون من مادة تخضع لقانون هوك، یمكننا ادخال حقل الانتقال في معادلة التوازن بأن نكتب
2

0
2

E

xx x xx x
d wE E z
dx

s e= = -  (12) 

  
  معامل المرونة. وبالتالي تصبح علاقة العزم على الشكل التالي: xEحیث 

2 2
2 0 0

2 2

E E
E
xx xx x xx

A A

d w d wM z dA z E dA D
dx dx

s= = - = -ò ò                   (13) 

  
xxحیث x yyD E I= 2و لابة الجائز على الانعطافهي ص

yy
A

I z dA= ò .هو عزم عطالة مقطعه  

  ینتج:ف (11)في الحالات المناسبة من الشروط الطرفیة و   (9) ةفي المعادل (13) المعادلة ثم نعوض
22

0
2 2 0

E

xx
d wd D q for x L

dx dx
æ ö

= < <ç ÷
è ø

 (14) 

2 E 2
0 0 0

2 E 2 2 E 2
0 0 0

0( / )
0/ /

E E E d
x xxdx

E E E
xx xx xx xx

w w Q D d w dx
or or

M D d w dx dw dx M D d w dx
ì ü ì ü ì üº - ì ü

=í ý í ý í ý í ý
= - = - î þî þ î þ î þ

(15) 

   
  :  Timoshenko Beam Theory (TBT)نظریة تیموشینكو 

ــــة یأخــــذ حقــــلا الانتقــــال المحــــوري والعرضــــاني، فــــي نظریــــة تیموشــــنكو، حیــــ  ث تلغــــى فرضــــیة بقــــاء المقــــاطع ناظمی
normality assumption  وتبقى فرضیة استوائها فقط، الشكلَ التالي:  

( , ) ( )Tu x z z xf=  (16) 

0( , ) ( )T Tw x z w x=  (17) 

  
. تیموشـینكوعلى نظریة  T یدل المؤشر العلويدوران المقطع العرضي، و زاویة عن  fیعبر في هذا الحقل

  من حقل الانتقال هذا یمكننا استنتاج أن مركبات التشوه معدومة عدا اثنتین منه، هما:
T T

xx
u dz
x dx

f
e

¶
= =

¶
 (18) 

0
ET T

T
xz

dwu w
z x dx

g f
¶ ¶

= + = +
¶ ¶

 (19) 

  
قیـــود المخففـــة علـــى شـــكل حقـــل الانتقـــال، قـــد أدت إلـــى ظهـــور قیمـــة  ثابتـــة لتشـــوه القـــص نلاحـــظ هنـــا أن ال

علــى كامــل المقطــع. ممــا یــؤدي وفقــاً لقــانون الســلوك إلــى ظهــور قیمــة ثابتــة وغیــر معدومــة لإجهــاد  xzgالعرضــاني 
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)القص على كامل المقطع بما في ذلك طرفیه العلوي والسفلي. أي أن  , / 2) 0xz x hs ± لكـن كـون الحمولـة . ¹
)المطبقة على الجائز عرضانیة فقط (ناظمیـة علـى السـطح العلـوي أو السـفلي)، فـإن  , / 2) 0zx x hs ± . ولمـا =

xz zxs s= طرفیــــة فــــي أیــــة نقطــــة فإننــــا نلاحــــظ وجــــود تنــــاقض بــــین فرضــــیة تیموشــــنكو الكینماتیكیــــة والشــــروط ال
. كمـا لقـصاتصـحیح  بعامـل بإدخال ما یعرف تیموشنكو نظریة للإجهادات. لقد تم تاریخیاً تصحیح هذا التناقض في

   سنرى بعد قلیل.
یجـــب أن فإننــا  ،(19)فــي العلاقــة  كمــا هــو مبــین فــي هــذه النظریــة لــم یعــد معــدوماً  وبمــا أن تشــوه القــص

، التـي نكاملهـا علـى نضیف إلى طاقة التشـوه النـاظمي طاقـة تشـوه القـص كـي نحصـل علـى طاقـة التشـوهات الوهمیـة
  مساحة المقطع كما یلي:

0

0

0

0

( ) [ ( )]

     [ ( )]

L L T T
T

xx xx xz xz xx xz
O A A
L T T

T T T
xx x

d d wU dAdx z dAdx
dx dx

d d wM Q dx
dx dx

df d
d s de s dg s s df

df d
df

ü
= + = + + ï

ï
ý
ï= + + ïþ

òò òò

ò
(20) 

 
T، أمـا إجهـاد القـص العرضـانيعلـى  xzsویـدل الإجهاد النـاظمي ،على  xxsفي العبارة السابقة یدل

xxM 
T: بالعلاقـة عزم الانعطـاف ویعطـىفیرمز إلى 

xx xx
A

M zdAs= ò بینمـا ترمـزT
xQ  بالعلاقـةقـوة القـص وتعطـى إلـى :

T
x xz

A

Q dAs= ò نـرى الفـرق بـین عبـارتي طاقـة التشـوهات الكامنـة الوهمیـة لكـل مـن  (20)و (4). بمقارنة العلاقتین

  :، لا تتغیر بین النظریتین q(x) یة للحمولةالنظریتین. لكن عبارة الطاقة الكامنة الوهم

0
0

( )
L

TV q x w dxd d= -ò  (21) 

  
0W:الوهمیـــة طاقـــة الكلیـــةال انحفـــاظ مبـــدأ مـــرة أخـــرى نـــرى أن الاعتمـــاد علـــى U Vd d d= + ســـمح باســـتنتاج ی =

  :لنحصل على (21)و (20) عن طریق تعویض لسلوك الجائز المعادلات التفاضلیة الناظمة
0

0
0

0
L TT

T T T T
xx x

d wdW M Q q w dx
dx dx

ddf
d df d

é ùæ ö
= + + - =ê úç ÷

è øë û
ò                  (22) 

  
  : فنحصل على نكامل بالتجزئة مرتین

0 0 0
0

0
L T T LT T T T T T T Txx x

x xx x
dM dQW Q q w dx M Q w

dx dx
d df df d df d

é ùæ ö æ ö
é ù= - + + - - + + =ê úç ÷ ç ÷ ë û

è ø è øë û
ò  (23) 

  
 ، أي نجعل المقـدار داخـل القوسـین المتوسـطین الأخیـرینحقل الانتقالات الوهمیة منسجماً مع الشروط الطرفیة نختار
 إلى: ، أيمعدوماً مهما یكن هذا الحقل لتكاملا مما یؤدي إلى بقاء  ، معدوماً.لمعادلة السابقةامن 

0 ,
T T

Txx x
x

dM dQQ q
dx dx

- + = - =  (24) 
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  ومن التراكیب الممكنة والمفیدة للشروط الطرفیة للاستناد نختار:
0 0      
T TT

x
T TT
xx xx

w Qw
or or

M Mf

ì ü ì üì ü
í ý í ý í ý

î þî þ î þ
 (25) 

  
  وهذه الحالات الثلاث توافق على الترتیب حالة المسند البسیط، الوثاقة والطرف الحر.

xx&وهنــا أیضــاً إذا كانــت مــادة الجــائز خاضــعة لقــانون هــوك  x xx xz xz xzE Gs e s g= مكننــا كتابــة عــزم أ  =
 على النحو: الانعطاف وقوة القص كتوابع للانتقالات

2
T T

T
xx xx x xx

A A

d dM z dA z E dA D
dx dx
f f

s= = =ò ò                  (26) 

0 0
T T

T T T
x s xz s xz s xz

A A

dw dwQ K dA K G dA K A
dx dx

s f f
æ ö æ ö

= = + = +ç ÷ ç ÷
è ø è ø

ò ò            (27) 

  
  وفیها لدینا:

2 ,xx x x yy xz xz
A A

D E z dA E I A G dA= = =ò ò (28) 

  
عامل تصحیح القص ، والذي تم إدخاله لتعویض الخطأ النـاجم عـن اعتبـار أن إجهـادات القـص على  sKبینما یدل

  ثابتــــــــــة علــــــــــى كامـــــــــــل المقطــــــــــع ، والـــــــــــذي یقــــــــــدر بطـــــــــــرق تقریبیــــــــــة تعتمـــــــــــد علــــــــــى فرضـــــــــــیات تبســــــــــیطیة فـــــــــــي 
  . [3]نظریة المرونة 

Tالانعطـاف بتعویض قیمة كـل مـن عـزم 
xxM وقـوة القـص ،T

xQ  (24) المعـادلتینفـي  (27)و (26)مـن المعـادلتین 
 بدلالــــة الملحقـــة بهمـــا الشـــروط الطرفیــــة لنظریـــة جـــائز تیموشــــنكو مـــع ،تینالنــــاظم یننحصـــل علـــى المعـــادلت (25)و
  :لانتقالاتا

0 0
TT

T
xx s xz

dwd dD K A
dx dx dx

f
f

æ öæ ö
- + + =ç ÷ç ÷

è ø è ø
 (29) 

0
T

T
s xz

dwd K A q
dx dx

f
é ùæ ö

- + =ê úç ÷
è øë û

 (30) 

0
0

0       

T
TT

s xzT

T
T T

xx
xx

dwK Aw
w dxor ordD ddx D

dx

f

f f f

ì üæ ö
+ì ü ï ïç ÷ì üï ï ï ïè øí ý í ý í ý

î þï ï ï ïî þ ï ïî þ

                  (31) 

  
  العلاقة بین نظریتي أویلر وتیموشینكو:

بعــد عرضــنا للفرضــیات الأساســیة لكــل مــن النظــریتین وللمعــادلات الناظمــة لتــوازن الجــائز فــي كــل منهمــا، 
ننتقل إلى الهدف الأساسي من هذا البحث وهو استنتاج العلاقات التي تربط حلول مسألة الانعطاف (انتقـال، دوران، 
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یة جـائز تیموشـینكو مـع حلـول مسـألة الانعطـاف البسـیط للجـائز ذاتـه خاضـعاً  لنظریـة عزم انعطاف وقوة قص) لنظر 
أویلــر. حیــث تكــون هــذه العلاقــات مفیــدة جــداً عنــد وضــع ومقارنــة مصــفوفات الصــلابة لعناصــر الجیــزان الخاضــعة 

  لإحدى النظریتین.
ة أن تـابع الحمولـة الموزعـة فـي لقد قمنا باستنتاج العلاقات التي تربط بین هذه الحلـول انطلاقـاً مـن ملاحظـ

یظهــر ذاتــُه أیضــاً فــي الطــرف الثــاني لمعادلــة التــوازن الثانیــة مــن  العلاقــة  (10)معادلــة التــوازن الثانیــة مــن العلاقــة 
T. فوجــدنا أن تكامــل هــاتین المعــادلتین یقتضــي حتمــاً أن یكــون الفــرق بــین قــوة القــص(24)

xQ  فــي نظریــة تیموشــنكو
Eوقــوة القـــص

xQ لممكــن كتابـــة العلاقـــة التالیـــة بـــین هـــاتین فـــي نظریـــة أویلـــر مســاو إلـــى مقـــدار ثابـــت. أي أنـــه مـــن ا
  القوتین: 

1
T E
x xQ Q C= +  (32) 

  
وجــــدنا أن العلاقــــة بــــین عزمــــي  (24)و (10)وبمكاملــــة طرفــــي هــــذه العلاقــــة مــــع الاســــتفادة مــــن معــــادلات التــــوازن 

  الانعطاف في النظریتین هي من الشكل:
1 2

T E
xx xxM M C x C= + +  (33) 

  
وبمتابعة التكامل على هذا المنوال، توصلنا إلى أن العلاقتین التي تربطان بـین دورانـي المقطـع وانتقـالي الخـط المـرن 

  هما: في كل من النظریتین
2

0 3
1 22

E
T

xx xx xx

dw Cx xC C
dx D D D

f = - + + +  (34) 

3 2

0 0 1 2 3 4
1

6 2

E
T E xx

s xz s xz xx xx xx xx

M x x x xw w C C C C
K A K A D D D D

æ ö
= + + - - - -ç ÷

è ø
       (35) 

  
في العلاقات الأربع الأخیرة التي تربط حل مسألة نظریة تیموشنكو، بحل مسالة نظریة أویلر ظهرت ثوابت 

1التكامــل 2 3 4, , ,C C C C  التــي مــن الممكــن تحدیــدها انطلاقــاً مــن الشــروط الطرفیــة لاســتناد الجــائز. سنســتعرض فیمــا
لجــائز بفتحــة واحــدة ولعــدة حــالات اســتناد. سنشــیر إلــى كــل جــائز بحــرفین، یــدل  iCالثوابــتیلــي كیفیــة اســتنتاج قــیم 

)الأول علــى نــوع الاســتناد فــي النهایــة الیســرى  )0x )والثــاني علــى نــوع الاســتناد فــي النهایــة الیمنــى  = )x L= .
r/، وبنسبة نحافة الجائزWولتبسیط الحسابات سنستعین بالمتحول اللابعدي  L :المعرفین بالعلاقتین  

2

2

/
,       .yyxx x

s xz s xz

I AD E r r
K A L K G L L L

æ öW = = =ç ÷
è ø

  

  
  .[0.01 -0.1]وسنقارن بین النظریتین لمجموعة من الجیزان، یحكمها تغیر نسبة النحافة على المجال 

  
  مقارنة حلول النظریتین لعدة حالات استناد لجائز ذو مقطع مستطیل 

  (SS). جائز بسیط 1
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  لاستناد البسیط في الطرفین على الشكل:تعطى الشروط الطرفیة للجائز ذي ا
0 00: 0E T E T

xx xxx w w M M= = = = =  (36) 

0 0: 0E T E T
xx xxx L w w M M= = = = =  (37) 

  
  ینتج لدینا: (35)وحتى  (32)بتعویض هذه الشروط في المعادلات 

1 2 3 4 0C C C C= = = =  (38) 

  
نكو لجـائز مسـتند اسـتناد بسـیط علـى وبالتالي تصبح العلاقات التي تربط بین حلول نظریتـي أویلـر وتیموشـی

  الشكل التالي:
( ) ( )T E

x xQ x Q x=  (39) 
( ) ( )T E

xx xxM x M x=  (40) 

0 ( )( )
E

T dw xx
dx

f = -  (41) 

0 0
( )( ) ( )

E
T E xx

s xz

M xw x w x
K A

= +  (42) 

  
) 3) المقارنة بین حلي النظـریتین لحالـة جـائز محمـل بحمولـة منتظمـة، والشـكل رقـم (2یوضح الشكل رقم (

   لحالة جائز محمل بحمولة مثلثیة.
  الوارد في المخططات على مقلوب نسبة نحافة الجائز.  aملاحظة: یدل الرمز

  
 (CF)حر  -. جائز موثوق 2

  لدینا الشروط الطرفیة:
0

0 00 0, 0
E

T T Edwx w w
dx

f= Þ = = = =  (43) 

0 , 0E T E T
x x xx xxx L Q Q M M= Þ = = = =  (44) 

  ینتج لدینا: (35)وحتى  (32)بتعویض هذه الشروط في المعادلات 
2

1 2 3 40 , (0)E
xxC C C C M L= = = = W  (45) 

  
حــر علــى  -وبالتــالي تصــبح العلاقــات التــي تــربط بــین حلــول نظریتــي أویلــر  وتیموشــینكو لجــائز موثــوق 

  الشكل التالي:
( ) ( )T E

x xQ x Q x=  (46) 
( ) ( )T E

xx xxM x M x=  (47) 

0 ( )( )
E

T dw xx
dx

f = -  (48) 



  89

0 0
( ) (0)( ) ( )

E E
T E xx xx

s xz s xz

M x Mw x w x
K A K A

= + -  (49) 

  
) 5) المقارنة بین حلي النظـریتین لحالـة جـائز محمـل بحمولـة منتظمـة، والشـكل رقـم (4یوضح الشكل رقم (

  لحالة جائز محمل بحمولة مثلثیة.
 
  (CS)استناد بسیط  –. جائز موثوق 3 

  لدینا الشروط الطرفیة:
0

0 00 0, 0
E

T E Tdwx w w
dx

f= Þ = = = =  (50) 

 0 00, 0T E E T
xx xxx L M M w w= Þ = = = =           (51) 

  
  ینتج لدینا: (35)وحتى  (32)بتعویض هذه الشروط في المعادلات 

2
1 2 1 3 4

3 ( ),    . ,   0 ,   (0)
(1 3 )

E E
xx xxC M L C LC C C M L

L
W

= = - = = W
+ W

              (52) 

  
استناد بسیط على الشـكل   –وبالتالي تصبح العلاقات التي تربط بین حلول نظریتي أویلر وتیموشینكو لجائز موثوق 

  التالي:
 3( ) ( ) (0)

(1 3 )
T E E
x x xxQ x Q x M

L
W

= +
+ W

                      (53) 

 3( ) ( ) 1 (0)
(1 3 )

T E E
xx xx xx

xM x M x M
L

W æ ö= - -ç ÷+ W è ø
                (54) 

 0 ( ) 3( ) 1 (0)
(1 3 ) 2

E
T E

xx
xx

dw x L x xx M
dx D L L

f
W æ ö= - + -ç ÷+ W è ø

               (55) 

2 2 2

0 0 2

3( ) ( ) ( ) (0) (0)
(1 3 ) 2 6

T E E E E
xx xx xx

xx xx

L L x x xw x w x M x M M
D D L L L

æ öW Wé ù= + - + W + -ç ÷ë û + W è ø
      (56) 

  
) 7) المقارنة بین حلي النظـریتین لحالـة جـائز محمـل بحمولـة منتظمـة، والشـكل رقـم (6یوضح الشكل رقم (

  لحالة جائز محمل بحمولة مثلثیة.
  

 (CC)موثوق  –وق . جائز موث4

  : تعطى الشروط الطرفیة لهذا الجائز على الشكل
0

0 00 0, 0
E

E T Tdwx w w
dx

f= Þ = = = =  (57) 

0
0 0 0, 0

E
E T Tdwx L w w

dx
f= Þ = = = =  (58) 
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  ینتج لدینا: (35)وحتى  (32)بتعویض هذه الشروط في المعادلات 

1 2

2
3 4

12 6( ) (0) , ( ) (0)
(1 12 ) (1 12 )

0, (0)

E E E E
xx xx xx xx

E
xx

C M L M C M L M
L

C C M L

W Wé ù é ù= - - = -ë û ë û+ W + W

= = W  (59) 

  
برنولي وتیموشـینكو لجـائز موثـوق مـن الطـرفین علـى  –ول نظریتي أویلر وبالتالي تصبح العلاقات التي تربط بین حل

  الشكل التالي:
12( ) ( ) ( ) (0)T E E E

x x xx xxQ x Q x M L M
L
m é ù= - -ë û            (60) 

0( ) ( ) 6 2 1 ( ) (0)T E E
xx xx xx xx

xM x M x M L M
L

m æ ö é ù= - - -ç ÷ ë ûè ø
             (61) 

0 6( ) 1 ( ) (0)
E

T E E
xx xx

xx

dw L x xx M L M
dx D L L

m
f æ ö é ù= - - - -ç ÷ ë ûè ø

             (62) 

2 2 2

0 0 2

3 2( ) ( ) ( ) (0) 4 ( ) (0)
3

T E E E E E
xx xx xx xx

xx xx

L L x x xw x w x M x M M L M
D D L L L

m æ öW é ù é ù= + - + - W- -ç ÷ë û ë û
è ø       (63) 

  
) 9) المقارنة بین حلي النظـریتین لحالـة جـائز محمـل بحمولـة منتظمـة، والشـكل رقـم (8یوضح الشكل رقم (

  لحالة جائز محمل بحمولة مثلثیة.
  
 
 
 
 
 
 
 

 
نلاحــظ مــن الحلــول الســابقة أن قیمــة عــزم الانعطــاف وقــوة القــص تبقــى نفســها فــي النظــریتین وذلــك بالنســبة 

اً، وأیضاً فإن دوران المقطع العرضي فـي نظریـة تیموشـینكو یسـاوي دوران الممـاس فـي نظریـة للجیزان المقررة ستاتیكی
أویلر. أما بالنسـبة للجیـزان غیـر المقـررة سـتاتیكیاً فـإن محصـلات الإجهـادات تكـون مختلفـة وذلـك بسـبب الحاجـة إلـى 

  استخدام معادلات الانسجام والتي تتضمن تأثیر تشوه القص العرضاني.
النـاظمتین لتـوازن الجـائز فـي نظریـة  (30)و (29)وف أن الحـل المباشـر للمعـادلتین التفاضـلیتین من المعـر 

موشنكو، أمر صعب ویتطلب حسابات طویلة. وقد استطعنا أن نبین في بحثنـا هـذا إمكانیـة تلافـي هـذه الصـعوبات تی
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عن طریق إیجاد العلاقات التي تربط هـذا الحـل بحـل المعـادلتین المنـاظرتین لهمـا فـي نظریـة أویلـر حیـث مـن السـهل 
طات المعروضة أعـلاه ضـرورة اسـتخدام نظریـة الحصول على حل مباشر بالقلیل من الحسابات. كما بینا في المخط

r/جــــائز تیموشـــــنكو فــــي حالـــــة الجیــــزان العمیقـــــة حیـــــث تقتــــرب النســـــبة  L  مــــن الحـــــد الأدنــــى للمجـــــال المـــــدروس
/ 1/10r L أجـل تـابع فیصبح الفرق بین توابع حل مسـألة جـائز تیموشـنكو وجـائز أویلـر واضـحاً لا سـیما مـن   =

  الانتقال.
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Displacement Diagram for simply supported beam

Euler
T,a=10
T,a=50
T,a=100

  
  

  مخطط الانتقالات لجائز بسیط محمل بحمولة منتظمة : (2)الشكل رقم 
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  مخطط الانتقالات لجائز بسیط محمل بحمولة مثلثیة : (3)الشكل رقم 
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 حر محمل بحمولة منتظمة –مخطط الانتقالات لجائز موثوق : (4)الشكل رقم 
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0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
-0.12

-0.1

-0.08

-0.06

-0.04

-0.02

0
Displacement Diagram for Cantilever Beam

Euler
T,a=10
T,a=50
T,a=100

  
  حر محمل بحمولة مثلثیة  - قالات لجائز موثوق مخطط الانت: (5)الشكل رقم 
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 مستند استناد بسیط محمل بحمولة منتظمة –مخطط الانتقالات لجائز موثوق : (6)الشكل رقم 
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  مثلثیةمستند استناد بسیط محمل بحمولة  –مخطط الانتقالات لجائز موثوق : (7)الشكل رقم 
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  منتظمةموثوق محمل بحمولة  –تقالات لجائز موثوق مخطط الان: (8)الشكل رقم 
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  موثوق محمل بحمولة مثلثیة –مخطط الانتقالات لجائز موثوق : (9)الشكل رقم 
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